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s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ é♣♦♥②♠❡ ❊✲❆❈❙▲ ❡♥ ✉♥ ❛✉tr❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❈ ❞♦♥t ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t à ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❡st
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s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❢❛✉ss❡ s✐♥♦♥✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ✉♥❡ ✐♥str✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ s♦✉r❝❡ ❡st ♥♦t❛♠♠❡♥t
❡✛❡❝t✉é❡ ❛✜♥✱ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❡r ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♥é❝❡ss❛✐r❡s à ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ♣ré❞✐❝❛ts
❊✲❆❈❙▲ ❡t✱ ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❞❡ tr❛❞✉✐r❡ ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❝❡s ❞❡r♥✐❡rs✳
❈❡t ❛rt✐❝❧❡ ♣rés❡♥t❡ ❞❡✉① ❛♥❛❧②s❡s st❛t✐q✉❡s q✉✐ ❛♠é❧✐♦r❡♥t ❣r❛♥❞❡♠❡♥t ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡s ❡♥ ré❞✉✐s❛♥t ❧✬✐♥str✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ❡✛❡❝t✉é❡✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡ ❝♦❞❡ ❣é♥éré ❡st
♣❧✉s r❛♣✐❞❡ ❡t ❝♦♥s♦♠♠❡ ♠♦✐♥s ❞❡ ♠é♠♦✐r❡ ❧♦rs ❞❡ s♦♥ ❡①é❝✉t✐♦♥✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❛♥❛❧②s❡ ❡st ✉♥
s②stè♠❡ ❞❡ t②♣❡s ❢♦♥❞é s✉r ✉♥❡ ✐♥❢ér❡♥❝❡ ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❡t ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❞✐st✐♥❣✉❡r ❧❡s ❡♥t✐❡rs
✭♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s✮ ♣♦✉✈❛♥t êtr❡ ❝♦♥✈❡rt✐s ❡♥ ❞❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❈ ❞❡ t②♣❡ ✓ ❡♥t✐❡r ♠❛❝❤✐♥❡ ✔ ❞❡ ❝❡✉①
❞❡✈❛♥t êtr❡ tr❛❞✉✐ts ✈❡rs ❞❡s ❡♥t✐❡rs ❡♥ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❛r❜✐tr❛✐r❡✳ ▲❛ s❡❝♦♥❞❡ ❛♥❛❧②s❡ ❡st ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ✢♦t
❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❛rr✐èr❡ s✉r✲❛♣♣r♦①✐♠❛♥t❡ ♣❛r❛♠étré❡ ♣❛r ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ❞✬❛❧✐❛s✳ ❊❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❧✐♠✐t❡r
❧✬✐♥str✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s s✉r ❧❛ ♠é♠♦✐r❡ à ❝❡❧❧❡s ❛②❛♥t ✉♥ ✐♠♣❛❝t ♣♦t❡♥t✐❡❧ s✉r ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té
❞✬✉♥❡ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡✳
✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
❋r❛♠❛✲❈ ❬✺✱ ✶✷❪ ❡st ✉♥❡ ♣❧❛t❡❢♦r♠❡ à ✈♦❝❛t✐♦♥ ✐♥❞✉str✐❡❧❧❡✱ ♠❛❥♦r✐t❛✐r❡♠❡♥t ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ❡♥ ❖❈❛♠❧✱
❡t ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❝♦❞❡s é❝r✐ts ❡♥ ❈ ✳ ❊❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❞✬❛♥♥♦t❡r ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ❞❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s
❈ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✉ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❆❈❙▲ ❡t ❢♦✉r♥✐t ❞❡s ❣r❡✛♦♥s ❡✛❡❝t✉❛♥t ❞✐✛ér❡♥t❡s ❛♥❛❧②s❡s ❡t
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡s q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t ❝♦❧❧❛❜♦r❡r ❡♥tr❡ ❡❧❧❡s✳ ➚ s❡s ♦r✐❣✐♥❡s ❡♥ ✷✵✵✽✱ ❋r❛♠❛✲❈
ét❛✐t ♦r✐❡♥té ❛♥❛❧②s❡ st❛t✐q✉❡✱ ♠❛✐s ❛ ❞❡♣✉✐s été é❧❛r❣✐ ❛✉① ❛♥❛❧②s❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s✳
▲❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❡①✐st❛♥t❡s ❞❡ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ st❛t✐q✉❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡s✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ t②♣❛❣❡ ❬✶✻❪✱
❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❛❜str❛✐t❡ ❬✹❪ ♦✉ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡s ❬✼❪✱ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❣❛r❛♥t✐r ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡
❝❡rt❛✐♥❡s ❝❧❛ss❡s ❞✬❡rr❡✉rs à ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ✭r✉♥t✐♠❡ ❡rr♦rs✱ ♦✉ ❘❚❊s✮✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❧♦rsq✉✬♦♥ s♦✉❤❛✐t❡
✈ér✐✜❡r ❞❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s ✐ss✉s ❞✉ ♠♦♥❞❡ ré❡❧✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ét❛♥t ✐♥❞é❝✐❞❛❜❧❡✱ s♦✐t
❧✬❡①♣r❡ss✐✈✐té ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ✈ér✐✜é❡s ❡st ❧✐♠✐té❡✱ s♦✐t ✉♥ ❡✛♦rt ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ♥♦♥ ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡ ❡st
❞❡♠❛♥❞é à ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ♣♦✉r t❡r♠✐♥❡r ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥✳
❆✐♥s✐✱ ❧❛ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡s ❬✷❪✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦❞❡
✭♠♦♥✐t♦r✐♥❣✮✱ ❝♦♥st✐t✉❡ ✉♥❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ à ❧❛ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ st❛t✐q✉❡ ❡♥ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ s✉r♠♦♥t❡r ❝❡s
❧✐♠✐t❛t✐♦♥s✱ ❛✉ ♣r✐① ❞✬✉♥❡ ❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ❣❛r❛♥t✐❡ ❢♦rt❡ ✿ s❡✉❧❡s ❝❡rt❛✐♥❡s ❡①é❝✉t✐♦♥s s♦♥t ✈ér✐✜é❡s✱ ♠❛✐s
❧✬❡✛♦rt ❞❡♠❛♥❞é à ❧✬✐♥❣é♥✐❡✉r ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❡st ❢❛✐❜❧❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡✱ ❊✲❆❈❙▲ ❬✻❪ ❡st ✉♥ ❣r❡✛♦♥ ❞❡
❋r❛♠❛✲❈ tr❛♥s❢♦r♠❛♥t ✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ p ❛♥♥♦té ❞❛♥s ✉♥ ❧❛r❣❡ ❢r❛❣♠❡♥t ❞❡ ❆❈❙▲ ✭♥♦♠♠é ❊①❡❝✉t❛❜❧❡✲
❆❈❙▲✱ ♦✉ é♣♦♥②♠❡♠❡♥t ❊✲❆❈❙▲ ❬✶✽❪✮ ❡♥ ✉♥ ❛✉tr❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ p′✱ q✉✐ ❛ ❧❡ ♠ê♠❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t
✶
❆✳ ❏❛❦♦❜ss♦♥✱ ◆✳ ❑♦s♠❛t♦✈ ❡t ❏✳ ❙✐❣♥♦❧❡s
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥♥❡❧ q✉❡ p ♣♦✉r ❧❡s ❡①é❝✉t✐♦♥s ♥❡ ✈✐♦❧❛♥t ❛✉❝✉♥❡ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❡t q✉✐ é❝❤♦✉❡ s✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡
❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❡rr♦♥é❡ s✐♥♦♥✳
➱t❛♥t ❢♦♥❞é s✉r ✉♥❡ ❧♦❣✐q✉❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ t②♣é❡ ❞♦♥t ❧❡s t❡r♠❡s s♦♥t ❞❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❈ ♣✉r❡s
❡t ét❡♥❞✉❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ❞é❞✐é❡s✱ ❊✲❆❈❙▲ ❡st ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t
❡①♣r❡ss✐❢✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞✐st✐♥❣✉❡r ♥♦t❛♠♠❡♥t ❞❡✉① s♦rt❡s ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s✳ ❉✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ❧❡s ❝♦♥st❛♥t❡s
❡t ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs s✉r ❧❡s ❡♥t✐❡rs s♦♥t ❡♥ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❛r❜✐tr❛✐r❡ ❞❛♥s Z ✿ ❧❡s ❡♥t✐❡rs ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❜♦r♥és
❡t ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ♣❛s ❞é❜♦r❞❡r✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣ré❞✐❝❛ts
❡t ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❧♦❣✐q✉❡s ♣ré❞é✜♥✐s ♣❡r♠❡t ❞✬❡①♣r✐♠❡r ❞❡s ♣r♦♣r✐étés s✉r ❧❛ ♠é♠♦✐r❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱
\✈❛❧✐❞✭♣✮ ❡①♣r✐♠❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡ ♣♦✐♥t❡✉r p ♣♦✐♥t❡ ✈❡rs ✉♥ ❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥t ✈❛❧✐❞❡ ❞❡ ❧❛ ♠é♠♦✐r❡✱ ✐✳❡✳
✉♥❡ ③♦♥❡ ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❛❧❧♦✉é❡ ♣❛r ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡✱ ♥♦♥ ❡♥❝♦r❡ ❧✐❜éré❡ ❡t q✉✬✐❧ ❛ ❧❡ ❞r♦✐t ❞❡ ♠♦❞✐✜❡r✳
❆❧♦rs q✉❡ ❝❡s ❞❡✉① s♦rt❡s ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ❛✉❣♠❡♥t❡♥t ❢♦rt❡♠❡♥t ❧❡ ♣♦✉✈♦✐r ❡①♣r❡ss✐❢ ❞✉ ❧❛♥❣❛❣❡✱
❡❧❧❡s ❝♦♠♣❧❡①✐✜❡♥t ❧❛ tr❛❞✉❝t✐♦♥ ❡✛❡❝t✉é❡ ♣❛r ❧❡ ❣r❡✛♦♥ ❊✲❆❈❙▲ ♣♦✉r ❧❡s ✈ér✐✜❡r à ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥✳ ❊♥
❡✛❡t✱ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❡♥t✐èr❡s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❡✛❡❝t✉é❡s ❡♥ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❛r❜✐tr❛✐r❡ ❡t ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡
s✉❜st✐t✉é❡s ♣❛r ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❈ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t q✉✐ ♣♦✉rr❛✐❡♥t ❞é❜♦r❞❡r ❡t✱ ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s
❝♦♠♠❡ \✈❛❧✐❞ r❡q✉✐èr❡♥t ✉♥❡ ❧♦✉r❞❡ ✐♥str✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❡♥r❡❣✐str❡r ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❡✛❡❝t✉é❡s s✉r ❧❛
♠é♠♦✐r❡ ✭❛❧❧♦❝❛t✐♦♥✱ ❞é✲❛❧❧♦❝❛t✐♦♥✱ ✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥✱ ✳ ✳ ✳✮ ❛✜♥ ❞✬❡♥ ❞é❞✉✐r❡ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❡s ❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥ts
✈❛❧✐❞❡s✳ ❆✐♥s✐✱ ❊✲❆❈❙▲ ❣é♥èr❡ ❞✉ ❝♦❞❡ q✉✐ ❞é♣❡♥❞ à ❧❛ ❢♦✐s ❞❡ ●▼P ✶✱ ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡ ❈ ❞✬❡♥t✐❡rs ❡♥
♣ré❝✐s✐♦♥ ❛r❜✐tr❛✐r❡✱ ❡t ❞✬✉♥❡ ❛✉tr❡ ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡ ❈ ❞é❞✐é❡ ♠♦❞é❧✐s❛♥t ❧❛ ♠é♠♦✐r❡ ❬✶✸❪✳ ▲✬✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥t
❞❡ ❝❡tt❡ ❧♦✉r❞❡ ✐♥str✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ❡st q✉❡ ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❛✐♥s✐ ❣é♥éré ❡st ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ❧❡♥t ❡t ♦❝❝✉♣❡
❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ❞❡ ♠é♠♦✐r❡ q✉❡ ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ✐♥✐t✐❛❧✱ ♦✉ ♠ê♠❡ q✉❡ ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ q✉✐ s❡r❛✐t ❣é♥éré ❡♥
r❡♠♣❧❛ç❛♥t ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ●▼P ♣❛r ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❈ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡s✳
❈❡t ❛rt✐❝❧❡ ♣rés❡♥t❡ ❞❡✉① ❛♥❛❧②s❡s st❛t✐q✉❡s q✉✐ ♦♥t été ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s ❞❛♥s ❊✲❆❈❙▲ ❛✜♥ ❞❡ ré❞✉✐r❡
❧❡ s✉r❝♦ût ❡♥ t❡♠♣s ❡t ❡♥ ♠é♠♦✐r❡ ❞✉ ❝♦❞❡ ❣é♥éré✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❛♥❛❧②s❡ ❡st ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ✭s♦✉s✲✮
t②♣❡s r❡♣♦s❛♥t s✉r ✉♥❡ ✐♥❢ér❡♥❝❡ ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s✳ ❊❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ r❡♠♣❧❛❝❡r ❧❡s ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥s ❞✬❡♥t✐❡rs ❡t
❞✬♦♣ér❛t❡✉rs ●▼P ♣❛r ❧❡s ❡♥t✐❡rs ♠❛❝❤✐♥❡s ❡t ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❈ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥ts ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ sûr❡✱ ✐✳❡✳
❧♦rsq✉❡ ❧❡s ❡♥t✐❡rs s♦♥t r❡♣rés❡♥t❛❜❧❡s ❡♥ ♠❛❝❤✐♥❡ ❡t q✉❡ ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ♣❛s ❞é❜♦r❞❡r✳
❆✉t❛♥t ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s s✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡ s②stè♠❡ r❡♣♦s❡ ❡st st❛♥❞❛r❞✱ ❛✉t❛♥t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❝❡ s②stè♠❡
❞ét❡r♠✐♥❡ ❝♦♥❥♦✐♥t❡♠❡♥t ❧❡ t②♣❡ ❞✉ rés✉❧t❛t ❡t ❧❡ t②♣❡ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❡st✱ s❡❧♦♥ ♥♦✉s✱ ♣❧✉s ♦r✐❣✐♥❛❧✳ ▲❛
s❡❝♦♥❞❡ ❛♥❛❧②s❡ ❡st ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ✢♦t ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❛rr✐èr❡ s✉r✲❛♣♣r♦①✐♠❛♥t❡ ♣❛r❛♠étré❡ ♣❛r ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡
❞✬❛❧✐❛s✳ ❊❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♥❡ ♣❛s ✐♥str✉♠❡♥t❡r ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ♠é♠♦✐r❡s q✉✐ ♥✬♦♥t ❛✉❝✉♥ ✐♠♣❛❝t s✉r ❧❡s
❛♥♥♦t❛t✐♦♥s ❆❈❙▲ ❡①♣r✐♠❛♥t ❞❡s ♣r♦♣r✐étés s✉r ❧❛ ♠é♠♦✐r❡✱ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t❡✉r✳ ❈❡tt❡
❛♥❛❧②s❡ ❡st ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ❞❡ t②♣❡ ✓ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✈✐✈❛♥t❡s ✔ st❛♥❞❛r❞✳ ❙♦♥ ♦r✐❣✐♥❛❧✐té ♣r♦✈✐❡♥t ❞❡ ❧❛ ♣r✐s❡
❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡s✱ ❞✉ ❢❛✐t q✉✬❡❧❧❡ s♦✐t ♣❛r❛♠étré❡ ♣❛r ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ❞✬❛❧✐❛s ❡t q✉✬❡❧❧❡
❝❛❧❝✉❧❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❛ r❛✐s♦♥ ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦♥❝❡r♥é❡s✳
❊♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✱ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ ✉♥ ♣❡t✐t ❧❛♥❣❛❣❡ ✐♠♣ér❛t✐❢ ❛✈❡❝ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s s✉r ❧❡q✉❡❧
♥♦tr❡ ét✉❞❡ t❤é♦r✐q✉❡ s✬❛♣♣✉✐❡✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✸ ❞ét❛✐❧❧❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ t②♣❡s ❛♠é❧✐♦r❛♥t ❧❡ s✉♣♣♦rt
❞❡s ❡♥t✐❡rs✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✹ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ✢♦t ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ré❞✉✐s❛♥t ❧✬✐♥str✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s
♦♣ér❛t✐♦♥s ♠é♠♦✐r❡s✳ ❊♥✜♥✱ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✺ ❞✐s❝✉t❡ ❞❡ ❧✬✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥ ❡t ❞❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s ❡✛❡❝t✉é❡s✳
✷✳ ▲❛♥❣❛❣❡ ❞✬ét✉❞❡
❈♦♥❞✉✐r❡ ✉♥❡ ét✉❞❡ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❝♦♠♣❧èt❡ s✉r ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ❛✉ss✐ ❝♦♠♣❧❡t ❡t ❝♦♠♣❧❡①❡ q✉❡ ❧❡ ❈ ❡st ✉♥
♣r♦❥❡t ♣❧✉s q✉❡ ❝♦♥séq✉❡♥t ✭♠ê♠❡ s✐ ❞❡s tr❛✈❛✉① ❛♥tér✐❡✉rs✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❬✶✱ ✽✱ ✶✵❪✱ ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❝✬❡st
♣♦ss✐❜❧❡✮✳ ❆✉ss✐ ♥♦✉s ❧✐♠✐t♦♥s✲♥♦✉s ✐❝✐ à ❧✬ét✉❞❡ ❞✬✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ✐♠♣ér❛t✐❢ ❞❡ t❛✐❧❧❡ ♣❧✉s ♠♦❞❡st❡ ❞♦♥t
❧❛ s②♥t❛①❡ ❡st ♣rés❡♥té❡ ✜❣✉r❡ ✶✳ ❈❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞✬ét✉❞❡ ❞❡♠❡✉r❡ ♥é❛♥♠♦✐♥s s✉✣s❛♠♠❡♥t r❡♣rés❡♥t❛t✐❢
♣♦✉r ♥♦✉s ♣❡r♠❡ttr❡ ❞✬✐❧❧✉str❡r ❧❡s ❞✐✣❝✉❧tés ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❞❡ ♥♦s ❛♥❛❧②s❡s✳
❈❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❝♦♥t✐❡♥t ❞❡s ❡♥t✐❡rs ♠❛❝❤✐♥❡s ❜♦r♥és✱ ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❛r✐t❤♠ét✐q✉❡s ❡t ❜♦♦❧é❡♥♥❡s ❧❡s ♣❧✉s
❝❧❛ss✐q✉❡s ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡s ♣♦✐♥t❡✉rs✱ ❛✈❡❝ ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧✬❛❞r❡ss❡ ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✭✫✮
✶✳ ❤tt♣✿✴✴❣♠♣❧✐❜✳♦r❣
✷
❘❡st❡r st❛t✐q✉❡ ♣♦✉r ❞❡✈❡♥✐r ♣❧✉s r❛♣✐❞❡✱ ♣❧✉s ♣ré❝✐s ❡t ♣❧✉s ♠✐♥❝❡
❱❛❧❡✉rs ❣❛✉❝❤❡s l ::= x ✈❛r✐❛❜❧❡
| ⋆a ❞éré❢ér❡♥❝❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t❡✉r
❱❛❧❡✉rs ♠é♠♦✐r❡s a ::= l ✈❛❧❡✉r ❣❛✉❝❤❡
| a ✰✰ n ❞é❝❛❧❛❣❡ ❞❡ ♣♦✐♥t❡✉r
| &l ❛❞r❡ss❡
❊①♣r❡ss✐♦♥s e ::= n ❝♦♥st❛♥t❡ ❡♥t✐èr❡
| a ✈❛❧❡✉r ♠é♠♦✐r❡
| e ✰ e | e ✲ e | e ✯ e | e / e ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❛r✐t❤♠ét✐q✉❡s
| e ❂❂ e | e ❁❂ e | ✦ e ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❜♦♦❧é❡♥♥❡s à ✈❛❧❡✉r ❡♥t✐èr❡
■♥str✉❝t✐♦♥s i ::= ; s❛♥s ❡✛❡t
| l = e; ❛✛❡❝t❛t✐♦♥
| l = ❛❧❧♦❝(κ, n); ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥
| ❢r❡❡(l); ❞é❛❧❧♦❝❛t✐♦♥
| ✐❢ (e) t❤❡♥ i; ❡❧s❡ i; ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡
| ✇❤✐❧❡ (e) i; ❜♦✉❝❧❡
| i i séq✉❡♥❝❡
| {i} ❜❧♦❝ ❞✬✐♥str✉❝t✐♦♥s
| ✴✯❅ ❛ss❡rt p; ✯✴ i ❛ss❡rt✐♦♥
Pré❞✐❝❛ts p ::= t ≡ t | t ≤ t ❝♦♠♣❛r❛t❡✉rs
| p ∧ p | p ∨ p | ¬p ❝♦♥♥❡❝t❡✉rs
| ∀ (x : τ); t ≤ x < t =⇒ p q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉r ✉♥✐✈❡rs❡❧
| \✈❛❧✐❞(a) ✈❛❧✐❞✐té ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t❡✉r a
| \✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞(a) ✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♣♦✐♥té❡ ♣❛r a
❚❡r♠❡s t ::= z ❡♥t✐❡r ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡
| a ✈❛❧❡✉r ♠é♠♦✐r❡
| t ✰ t | t ✲ t | t ✯ t | t / t ♦♣ér❛t❡✉rs ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s
| (τ)t ❝♦❡r❝✐♦♥
❚②♣❡s ♠❛❝❤✐♥❡ κ ::= ι t②♣❡ ❡♥t✐❡r ♠❛❝❤✐♥❡
| κ⋆ t②♣❡ ♣♦✐♥t❡✉r
❚②♣❡s ❧♦❣✐q✉❡s τ ::= κ t②♣❡ ♠❛❝❤✐♥❡
| Z t②♣❡ ❞❡s ❡♥t✐❡rs ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s
❋✐❣✉r❡ ✶ ✕ ❙②♥t❛①❡ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❞✉ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞✬ét✉❞❡✳
✸
❆✳ ❏❛❦♦❜ss♦♥✱ ◆✳ ❑♦s♠❛t♦✈ ❡t ❏✳ ❙✐❣♥♦❧❡s
❡t ❞✬❛❝❝é❞❡r à ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♣♦✐♥té❡ ✭⋆✮✳ ▲✬❛r✐t❤♠ét✐q✉❡ ❞❡ ♣♦✐♥t❡✉rs ❡st r❡♣rés❡♥té❡ ✈✐❛ ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ a ✰✰ n
q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ❞é❝❛❧❛❣❡ ❞✉ ♣♦✐♥t❡✉r a ❞❡ n ❢♦✐s ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉ t②♣❡ ♣♦✐♥té ♣❛r a ✭❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t ❝❡tt❡
t❛✐❧❧❡ ✜①é❡ ♣♦✉r t♦✉t t②♣❡ ♠❛❝❤✐♥❡ κ✮✳
▲❡s ✐♥str✉❝t✐♦♥s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞❡s ❛✛❡❝t❛t✐♦♥s✱ ✉♥❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✬✉♥❡ t❛✐❧❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t
❛✉ t②♣❡ ❡♥ ❛r❣✉♠❡♥t ♠✉❧t✐♣❧✐é❡ ♣❛r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ✐♥❞✐q✉é✱ ✉♥❡ ❞é❛❧❧♦❝❛t✐♦♥✱ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s
✭❧❛ ✈❡rs✐♦♥ s❛♥s ❜r❛♥❝❤❡ ❡❧s❡ ♣❡✉t êtr❡ s✐♠✉❧é❡ ❣râ❝❡ à ❧✬✐♥str✉❝t✐♦♥ s❛♥s ❡✛❡t ✓ ❀✔✮✱ ❞❡s ❜♦✉❝❧❡s ✇❤✐❧❡✱
❞❡s séq✉❡♥❝❡s ♦✉ ❞❡s ❜❧♦❝s ❞✬✐♥str✉❝t✐♦♥s✳ ❊❧❧❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❛♥♥♦té❡s ♣❛r ❞❡s ❛ss❡rt✐♦♥s ❧♦❣✐q✉❡s✳
❈❡s ❞❡r♥✐èr❡s s♦♥t ❞❡s ♣ré❞✐❝❛ts ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r ❞❡s t❡r♠❡s ❡t é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❝♦♠♣♦sés ❞❡
❝♦♥❥♦♥❝t✐♦♥s ❡t ❞❡ ❞✐s❥♦♥❝t✐♦♥s✳ ■❧s ♣❡✉✈❡♥t ❛✉ss✐ êtr❡ ♥✐és ❡t ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡♠❡♥t q✉❛♥t✐✜és✳ ❉❛♥s ❝❡ ❞❡r♥✐❡r
❝❛s✱ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ q✉❛♥t✐✜é❡ ❡st ✉♥ ❡♥t✐❡r s②♥t❛①✐q✉❡♠❡♥t ❝♦♥tr❛✐♥t à ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ♣♦✉r ❣❛r❛♥t✐r q✉✬✉♥❡
tr❛❞✉❝t✐♦♥ ❡♥ ❝♦❞❡ ♣✉✐ss❡ êtr❡ ❡①é❝✉té❡ ❡♥ t❡♠♣s ✜♥✐ ✭q✉♦✐q✉❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❧♦♥❣✮✳ ▲❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉r
❡①✐st❡♥t✐❡❧ ♣❡✉t êtr❡ s✐♠✉❧é ❣râ❝❡ à ❧❛ ♥é❣❛t✐♦♥✳ ❉❡✉① ♣ré❞✐❝❛ts ♣ré❞é✜♥✐s \✈❛❧✐❞ ❡t \✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞
♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ t❡st❡r✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱ ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t❡✉r ❡t ❧✬✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ♣♦✐♥té❡
♣❛r ✉♥ ♣♦✐♥t❡✉r✳ ▲❡s t❡r♠❡s s♦♥t ❝♦♥st✐t✉és ❞❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❡♥t✐èr❡s ❞✉ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥✱
ét❡♥❞✉❡s ❛✉① ❡♥t✐❡rs ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❡♥ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❛r❜✐tr❛✐r❡ ❡t à ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❝♦❡r❝✐♦♥ ✭❝❛st✮✳
▲❡s ♥♦♠s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ s♦♥t s✉♣♣♦sés ❞✐✛ér❡♥ts ❞❡✉① à ❞❡✉① ✭❛✉ss✐ ❜✐❡♥ ❞❛♥s ❧❡
❝♦❞❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡s ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s✮ ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ♥♦tr❡ ét✉❞❡✱ ❝❡ q✉✐ ❡st t♦✉❥♦✉rs ♣♦ss✐❜❧❡ ♠♦❞✉❧♦ ❛❧♣❤❛✲
❝♦♥✈❡rs✐♦♥✳ ▲❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s s♦♥t t②♣és✱ ② ❝♦♠♣r✐s ❧❡s ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s ❧♦❣✐q✉❡s✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ ♥♦t❛♠♠❡♥t
❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ Z ❞❡ t②♣❡s ❞✬❡♥t✐❡rs ♠❛❝❤✐♥❡s ι q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t t♦✉s ❛✉ ♠♦✐♥s ❧❡s ♥♦♠❜r❡s 0
❡t 1✳ Z ❝♦♥t✐❡♥t ❛✉ ♠♦✐♥s ❧❡ t②♣❡ ✐♥t✳ ▲❡ s②stè♠❡ ❞❡ t②♣❡s s♦✉s✲❥❛❝❡♥t ❡st ♦♠✐s ♣❛r s♦✉❝✐s ❞❡ ❝♦♥❝✐s✐♦♥✱
♠❛✐s ♦♥ s✉♣♣♦s❡ ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ q✉❡ t♦✉s ❧❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s s♦♥t ❜✐❡♥ t②♣és ✷✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs
♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❞❛♥s ❧❡s ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s s♦♥t ❞❛♥s Z✳ ❖♥ ♥♦t❡ Σ(t) ❧❡ t②♣❡ ❞✉ t❡r♠❡ t✱ t❛♥❞✐s q✉❡ minι
✭r❡s♣✳ maxι✮ ❞é♥♦t❡ ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ✭r❡s♣✳ ❧❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞✮ ❡♥t✐❡r r❡♣rés❡♥t❛❜❧❡ ❞❛♥s ❧❡ t②♣❡ ι ∈ Z✳ ❆✉ss✐✱
Z ❡st ♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t ♦r❞♦♥♥é ♣❛r ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡ 4 t❡❧❧❡ q✉❡ ι1 4 ι2 s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ t♦✉s ❧❡s
❡♥t✐❡rs r❡♣rés❡♥t❛❜❧❡s ❞❛♥s ι1 ♣❡✉✈❡♥t ❛✉ss✐ êtr❡ r❡♣rés❡♥tés ❞❛♥s ι2✳ ❈❡tt❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❡st ♣r♦❧♦♥❣é❡ s✉r
❧❡s t②♣❡s ❧♦❣✐q✉❡s ❡♥t✐❡rs ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t q✉❡ ι 4 Z ♣♦✉r t♦✉t ι ∈ Z✳
▲❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ ♦♣ér❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞✉ ❧❛♥❣❛❣❡ ❡st st❛♥❞❛r❞ ❡t ♦♠✐s❡✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ✐❧ ❡st ✉t✐❧❡ ❞✬❡♥ ♣ré❝✐s❡r
q✉❡❧q✉❡s ♣♦✐♥ts✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r s✉r ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞✬❛♥♥♦t❛t✐♦♥s✳ ❉✬❛❜♦r❞✱ ❧❡s ♣ré❞✐❝❛ts s♦♥t à ✈❛❧❡✉r ❞❛♥s
{0, 1} ❡t ✉♥❡ ❛ss❡rt✐♦♥ ❡st ✈❛❧✐❞❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ ♣ré❞✐❝❛t ✈❛✉t 1 ✸✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡
❡st ❜❧♦q✉❛♥t❡ ❬✸✱ ✾✱ ✶✵❪ ✿ s✐ ✉♥❡ ❡rr❡✉r s✉r✈✐❡♥t ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ♦✉ q✉✬✉♥❡
❛ss❡rt✐♦♥ ❡st ✐♥✈❛❧✐❞❡✱ ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❡st ❛rrêté❡✳ ❊♥✜♥✱ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡
❝❤❛q✉❡ t❡r♠❡ ❡st ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐❡ ❡t ♥❡ ♣r♦✈♦q✉❡ ❞♦♥❝ ❛✉❝✉♥❡ ❡rr❡✉r à ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥✳ ❆✐♥s✐✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱
❛✉❝✉♥ t❡r♠❡ ♥✬❡✛❡❝t✉❡ ✉♥❡ ❞✐✈✐s✐♦♥ ♣❛r ③ér♦✱ ♥❡ ❞éré❢ér❡♥❝❡ ✉♥ ♣♦✐♥t❡✉r ✐♥✈❛❧✐❞❡ ♦✉ ♥✬❡✛❡❝t✉❡ ✉♥❡
❝♦❡r❝✐♦♥ q✉✐ ❡♥❣❡♥❞r❡ ✉♥ ❞é❜♦r❞❡♠❡♥t✳ ❈❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ♣❡✉t s❡♠❜❧❡r ❢♦rt❡✱ ♠❛✐s ❡❧❧❡ ❡st ❞✬✉♥❡ ♣❛rt
❝♦❤ér❡♥t❡ ❛✈❡❝ ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞✉ ❧❛♥❣❛❣❡ ❊✲❆❈❙▲ ❬✶✽❪ ❡t✱ ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❡❧❧❡ ❡st ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❣❛r❛♥t✐❡
♣❛r ❧❡ ❣r❡✛♦♥ ❊✲❆❈❙▲ q✉✐ ❣é♥èr❡ ❡t ❝♦♠♣✐❧❡ à ❧❛ ✈♦❧é❡ ❧❡s ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s ♠❛♥q✉❛♥t❡s ❧❛ ❣❛r❛♥t✐ss❛♥t ❬✻❪✳
▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ✢♦t ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✹ r❡♣♦s❡ s✉r ❧❡ ❣r❛♣❤❡
❞❡ ✢♦t ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❛ss♦❝✐é à ✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ P ✳ ❯♥ t❡❧ ❣r❛♣❤❡ ♣❡✉t êtr❡ ❞é✜♥✐ ♣❛r ✉♥ s❡①t✉♣❧❡t
(V, T , E , π, I,F) ❬✶✺❪ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ✿
✖ V ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦♠♠❡ts ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ✿ ❞❡✉① ❞❡ ❝❡s s♦♠♠❡ts s♦♥t ❛ss♦❝✐és à ❝❤❛q✉❡ ✐♥str✉❝t✐♦♥
❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ P ✳ ■❧s r❡♣rés❡♥t❡♥t s❡s ét❛ts ❛♥tér✐❡✉r ❡t ♣♦stér✐❡✉r✳
✖ T ⊆ V × V ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛r❝s✳
✖ E ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❛r❝s ✈❡rs ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ét✐q✉❡tt❡s L = {s❦✐♣, l = e, l =
❛❧❧♦❝(κ, n), ❢r❡❡(l), ?e, ?p, ❡rr❡✉r}✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ét✐q✉❡tt❡ r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡
❧✬✐♥str✉❝t✐♦♥ ❀✱ ❧❡s ❞❡✉①✐è♠❡✱ tr♦✐s✐è♠❡ ❡t q✉❛tr✐è♠❡ ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❞❡ ❧✬❛✛❡❝t❛t✐♦♥ l = e✱
❞❡ ❧✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ l = ❛❧❧♦❝(κ, n) ❡t ❞❡ ❧❛ ❞é❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❢r❡❡(l)✱ ❧❛ ❝✐♥q✉✐è♠❡ ✉♥ ❜r❛♥❝❤❡♠❡♥t
❧♦rsq✉✬✉♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ e ❡st ✈r❛✐❡✱ ❧❛ s✐①✐è♠❡ ❧❛ ♣♦✉rs✉✐t❡ ❞❡ ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❧♦rsq✉✬✉♥ ♣ré❞✐❝❛t p ❡st
✷✳ ❈❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❡st ✈ér✐✜é❡ ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡ ❞❛♥s ❋r❛♠❛✲❈ ❝❛r ❧✬❆r❜r❡ ❞❡ ❙②♥t❛①❡ ❆❜str❛✐t❡ ✭❆❙❚✮ ♠❛♥✐♣✉❧é ♣❛r ❧❡s
❞✐✛ér❡♥ts ❣r❡✛♦♥s ❡st ♣ré❛❧❛❜❧❡♠❡♥t t②♣é ♣❛r ❧❡ ♥♦②❛✉ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛t❡❢♦r♠❡✳
✸✳ ▲❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ✈❛❧✉❡r ❧❡s ♣ré❞✐❝❛ts ❞❛♥s {0, 1} ♣❧✉tôt q✉❡ ❞❛♥s Prop ❢❛❝✐❧✐t❡ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✹ ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✳
✹
❘❡st❡r st❛t✐q✉❡ ♣♦✉r ❞❡✈❡♥✐r ♣❧✉s r❛♣✐❞❡✱ ♣❧✉s ♣ré❝✐s ❡t ♣❧✉s ♠✐♥❝❡
✈❛❧✐❞❡ ❡t ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❡rr❡✉r✳
✖ I ∈ V ✭r❡s♣✳ F ∈ V✮ r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬ét❛t ✐♥✐t✐❛❧ ✭r❡s♣✳ ✜♥❛❧✮ ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ P ✱ t❛♥❞✐s q✉❡ π ∈ V
r❡♣rés❡♥t❡ s♦♥ ét❛t ❞✬❡rr❡✉r✳
▲❡ ❞ét❛✐❧ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❡st ♦♠✐s✱ ♠❛✐s ❡st st❛♥❞❛r❞ ❬✶✺❪✳ ❙✐❣♥❛❧♦♥s t♦✉t ❞❡ ♠ê♠❡ q✉✬✉♥❡
✐♥str✉❝t✐♦♥ ✴✯❅ ❛ss❡rt ♣❀ ✯✴ i ❡st ❞é❝♦♠♣♦sé❡ ❡♥ ❧✬ét❛t ❛✈❛♥t ❧✬❛ss❡rt✐♦♥✱ ❧✬ét❛t ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ ✉♥❡
❢♦✐s ❧✬❛ss❡rt✐♦♥ ✈ér✐✜é❡✱ ♠❛✐s ❛✈❛♥t ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ i ❡t ❧❡ ♦✉ ❧❡s ét❛t✭s✮ r❡❧❛t✐❢✭s✮ à i ✭♣❧✉s ❧✬ét❛t ❞✬❡rr❡✉r
❛tt❡✐❣♥❛❜❧❡ s✐ p ❡st ✐♥✈❛❧✐❞❡ ♦✉ s✐ ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ i ♣r♦✈♦q✉❡ ✉♥❡ ❡rr❡✉r✮✳
✸✳ ❙②stè♠❡ ❞❡ t②♣❡s ♣♦✉r ♣♦✉✈♦✐r ✉t✐❧✐s❡r ❞❡s ❡♥t✐❡rs ♠❛❝❤✐♥❡s
Pr♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ ▲❡ s②stè♠❡ ❞❡ t②♣❡s ♣rés❡♥té ✐❝✐ ❛ ♣♦✉r ❜✉t ❞❡ ❞✐♠✐♥✉❡r ❛✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❧❡ ♥♦♠❜r❡
❞✬✐♥str✉❝t✐♦♥s ●▼P ❣é♥éré ♣❛r ❧❡ tr❛❞✉❝t❡✉r ❞✬❊✲❆❈❙▲✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s ❞♦ré♥❛✈❛♥t ❞❛♥s ♥♦s ❡①❡♠♣❧❡s
q✉❡ Z ❡st ❧✐♠✐té ❛✉① t②♣❡s ✐♥t ❡t ❝❤❛r ❡t q✉❡ ♥♦✉s ❞✐s♣♦s♦♥s ❞✬✉♥❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ♠❛tér✐❡❧❧❡ ✕ ❝❡rt❡s
❛ss❡③ ❧✐♠✐té❡ ❡t ♣❡✉ ré❛❧✐st❡ ✕ ❞❡ ✽ ❜✐ts✱ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ t②♣❡ ✐♥t s❡r❛✐❡♥t ❝♦♠♣r✐s❡s ❡♥tr❡
−128 ❡t 127✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❝❡❧❧❡s ❞✉ t②♣❡ ❝❤❛r s❡r❛✐❡♥t ❝♦♠♣r✐s❡s ❡♥tr❡ −32 ❡t 31✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ❝❤❛r 4 ✐♥t✳
❈♦♥s✐❞ér♦♥s à ♣rés❡♥t ❧❡s ❞❡✉① ❛ss❡rt✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧❧❡s x ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ t②♣❡ ✐♥t✱
t❛♥❞✐s q✉❡ c ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ t②♣❡ ❝❤❛r✳
✴✯❅ ❛ss❡rt x+ 1 ≤ 127; ✯✴
✴✯❅ ❛ss❡rt c+ 1 ≡ 0; ✯✴
▲✬❛❞❞✐t✐♦♥ ♣rés❡♥t❡ ❞❛♥s ❝❡s ❛ss❡rt✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬❛❞❞✐t✐♦♥ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❡♥ ♣ré❝✐s✐♦♥
❛r❜✐tr❛✐r❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❛ss❡rt✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s ✈ér✐✜é❡ ♣♦✉r x = 127✳ ■❧ ♥✬❡st ♣❛s
t♦✉❥♦✉rs ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ tr❛❞✉✐r❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❝♦rr❡❝t❡ ❧❡s ❛ss❡rt✐♦♥s ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ✈❡rs ❧❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❈
❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡s✳ ■❝✐✱ ❧❛ tr❛❞✉❝t✐♦♥ ❞✐r❡❝t❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❛ss❡rt✐♦♥ ❡♥ ✉♥❡ ❛ss❡rt✐♦♥ ❈ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡
❴❴❡❴❛❝s❧❴❛ss❡rt✭① ✰ ✶ ❁❂ ✶✷✼✮❀ s❡r❛✐t ❡rr♦♥é❡✱ ❝❛r ❛❥♦✉t❡r 1 à x ❞❡ t②♣❡ ✐♥t ♣r♦✈♦q✉❡r❛✐t ✉♥
❞é❜♦r❞❡♠❡♥t ❛r✐t❤♠ét✐q✉❡ ♣♦✉r x = 127✱ ❞♦♥❝ ❧❛ tr❛❞✉❝t✐♦♥ ❡♥ ❈ ♥❡ ♣♦✉rr❛✐t ♣❛s é❝❤♦✉❡r✳ ❆✐♥s✐
❧❡ ❣r❡✛♦♥ ❊✲❆❈❙▲ ❣é♥èr❡ ❞✉ ❝♦❞❡ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ❡♥t✐❡rs ❡♥ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❛r❜✐tr❛✐r❡ ❡t ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s
♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡s ✈✐❛ ❧❛ ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡ ●▼P✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷ ♠♦♥tr❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥
✭très ❧é❣èr❡♠❡♥t s✐♠♣❧✐✜é❡ ✹✮ ❞♦♥t ❊✲❆❈❙▲ tr❛❞✉✐t ♥♦tr❡ ❡①❡♠♣❧❡ ❡♥ ❈ ✳ ❊♥ ●▼P✱ ✐❧ ❡st ❡♥ ❡✛❡t
♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❞é❝❧❛r❡r✱ ❞✬❛❧❧♦✉❡r ❡t✱ ❧❡ ❝❛s é❝❤é❛♥t✱ ❞✬✐♥✐t✐❛❧✐s❡r ✉♥ ♣♦✐♥t❡✉r ♣❛r ❡♥t✐❡r ✭❢♦♥❝t✐♦♥s
❴❴❣♠♣③❴✐♥✐t∗✮ ❡t ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ✉♥ ❛♣♣❡❧ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣❛r ♦♣ér❛t✐♦♥ ✭✐❝✐ ✉♥❡ ❛❞❞✐t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❴❴❣♠♣③❴❛❞❞
❡t ✉♥❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛✈❡❝ ❴❴❣♠♣③❴❝♠♣✮✳ ❈♦♠♠❡ ❞❡ ❧❛ ♠é♠♦✐r❡ ❡st ❛❧❧♦✉é❡✱ ✐❧ ❢❛✉t ✜♥❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ❧✐❜ér❡r
✈✐❛ ❞❡s ❛♣♣❡❧s à ❴❴❣♠♣③❴❝❧❡❛r✳
❈❡ s❝❤é♠❛ ❞❡ tr❛❞✉❝t✐♦♥ ❡st ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡ ❡t ♣❧✉s ❝♦ût❡✉① ❡♥ t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❡t ❡♥
♠é♠♦✐r❡ q✉❡ ❧❛ tr❛❞✉❝t✐♦♥ q✉✐ s❡r❛✐t ♥❛t✉r❡❧❧❡ ✭♠❛✐s ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ✐♥❝♦rr❡❝t❡✮ ❡♥ ❧✬✐♥str✉❝t✐♦♥
❴❴❡❴❛❝s❧❴❛ss❡rt✭① ✰ ✶ ❁❂ ✶✷✼✮❀✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ s❛♥s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡✱ ❧❡ ♠ê♠❡ t②♣❡ ❞❡
tr❛❞✉❝t✐♦♥ s❡r❛✐t ❡✛❡❝t✉é❡ ♣♦✉r ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ❛ss❡rt✐♦♥ ✴✯❅ ❛ss❡rt ❝ ✰ ✶ ❂❂ ✵❀ ✯✴✳ P♦✉rt❛♥t✱ ❛✈❡❝
♥♦tr❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❤②♣♦t❤ét✐q✉❡✱ ✐❧ ❡st t♦✉t à ❢❛✐t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ✈ér✐✜❡r ❝❡tt❡ ❛ss❡rt✐♦♥ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s
❡♥t✐❡rs ♠❛❝❤✐♥❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s ❝♦♥st❛♥t❡s 0 ❡t 1 s♦♥t t♦✉t❡s ❞❡✉① r❡♣rés❡♥t❛❜❧❡s ❡♥ ♠❛❝❤✐♥❡✱ ❛❧♦rs q✉❡
c + 1 ❡st ✉♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞♦♥t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❡st ❝♦♠♣r✐s❡ ❡♥tr❡ −31 ❡t 32 ❡t ♥❡ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ♣❛s ❞é❜♦r❞❡r
❞❛♥s ❧❡ t②♣❡ ✐♥t ✭❡❧❧❡ ❧❡ ♣❡✉t ♥é❛♥♠♦✐♥s ❞❛♥s ❧❡ t②♣❡ ❝❤❛r✮✳ ■❧ s❡r❛✐t ❞♦♥❝ t♦✉t à ❢❛✐t ❝♦rr❡❝t ❞❡
❣é♥ér❡r ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧✬✐♥str✉❝t✐♦♥ ❴❴❡❴❛❝s❧❴❛ss❡rt✭❝ ✰ ✶ ❂❂ ✵✮❀✳ ▲❡ ❜✉t ❞❡ ♥♦tr❡ s②stè♠❡ ❞❡ t②♣❡s
❡st ❞❡ ❞✐st✐♥❣✉❡r ❝❡ ❝❛s ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ♦♥ ♣❡✉t ✉t✐❧✐s❡r ❧✬❛r✐t❤♠ét✐q✉❡ ♠❛❝❤✐♥❡✱ ❞✉ ♣ré❝é❞❛♥t ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧
❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ●▼P ❡st r❡q✉✐s❡✳ ❯♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❡st ❧❛ r❛♣✐❞✐té ✿ ❊✲❆❈❙▲ ❞♦✐t ❣é♥ér❡r
❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ✐♥str✉♠❡♥té r❛♣✐❞❡♠❡♥t✱ à ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ❞✬✉♥ ❝♦♠♣✐❧❛t❡✉r✳
■♥❢ér❡♥❝❡ ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❈❡ s②stè♠❡ ❞❡ t②♣❡s r❡♣♦s❡ s✉r ✉♥❡ ✐♥❢ér❡♥❝❡ ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s q✉✐ ❞ét❡r♠✐♥❡✱
♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ t❡r♠❡ ❞✬✉♥ t②♣❡ ❡♥t✐❡r✱ ✉♥❡ s✉r✲❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❝♦rr❡❝t❡ ❞❡ s❡s ✈❛❧❡✉rs ♣♦ss✐❜❧❡s✳ ❈❡tt❡
✹✳ ■❝✐ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♦♠✐s ❞❡s ❝♦❡r❝✐♦♥s✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡s ❛r❣✉♠❡♥ts s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❴❴❡❴❛❝s❧❴❛ss❡rt q✉✐
♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ♣r♦❞✉✐r❡ ❞❡s ♠❡ss❛❣❡s ❞✬❡rr❡✉r ♣❧✉s ♣ré❝✐s✳
✺
❆✳ ❏❛❦♦❜ss♦♥✱ ◆✳ ❑♦s♠❛t♦✈ ❡t ❏✳ ❙✐❣♥♦❧❡s
✴✯❅ ❛ss❡rt ① ✰ ✶ ❁❂ ✶✷✼❀ ✯✴
④
✴✯ ❞é❝❧❛r❛t✐♦♥ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ●▼P t❡♠♣♦r❛✐r❡s ✯✴
♠♣③❴t ❴❴❡❴❛❝s❧❴①❀
♠♣③❴t ❴❴❡❴❛❝s❧❀
♠♣③❴t ❴❴❡❴❛❝s❧❴❛❞❞❀
♠♣③❴t ❴❴❡❴❛❝s❧❴✷❀
✐♥t ❴❴❡❴❛❝s❧❴❧❡❀
✴✯ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ①✰✶ ✯✴
❴❴❣♠♣③❴✐♥✐t❴s❡t❴s✐✭❴❴❡❴❛❝s❧❴①✱ ①✮❀
❴❴❣♠♣③❴✐♥✐t❴s❡t❴s✐✭❴❴❡❴❛❝s❧✱ ✶✮❀
❴❴❣♠♣③❴✐♥✐t✭❴❴❡❴❛❝s❧❴❛❞❞✮❀
❴❴❣♠♣③❴❛❞❞✭❴❴❡❴❛❝s❧❴❛❞❞✱ ❴❴❡❴❛❝s❧❴①✱ ❴❴❡❴❛❝s❧✮❀
✴✯ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ ①✰✶ ❡t ✶✷✼ ✯✴
❴❴❣♠♣③❴✐♥✐t❴s❡t❴s✐✭❴❴❡❴❛❝s❧❴✷✱ ✶✷✼✮❀
❴❴❡❴❛❝s❧❴❧❡ ❂ ❴❴❣♠♣③❴❝♠♣✭❴❴❡❴❛❝s❧❴❛❞❞✱ ❴❴❡❴❛❝s❧❴✷✮❀
❡❴❛❝s❧❴❛ss❡rt✭❴❴❡❴❛❝s❧❴❧❡ ❁❂ ✵✮❀
✴✯ ❧✐❜ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠é♠♦✐r❡ ✯✴
❴❴❣♠♣③❴❝❧❡❛r✭❴❴❡❴❛❝s❧❴①✮❀
❴❴❣♠♣③❴❝❧❡❛r✭❴❴❡❴❛❝s❧✮❀
❴❴❣♠♣③❴❝❧❡❛r✭❴❴❡❴❛❝s❧❴❛❞❞✮❀
❴❴❣♠♣③❴❝❧❡❛r✭❴❴❡❴❛❝s❧❴✷✮❀
⑥
❋✐❣✉r❡ ✷ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❝♦❞❡ ❣é♥éré ♣❛r ❊✲❆❈❙▲ ❡t ✉t✐❧✐s❛♥t ●▼P✳
✐♥❢ér❡♥❝❡ ❛ été ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ❜r✐è✈❡♠❡♥t ❞❛♥s ✉♥ ❛rt✐❝❧❡ ♣ré❝é❞❛♥t ❬✻❪✳ ❊❧❧❡ ❡st ✐❝✐ ♣rés❡♥té❡ ✜❣✉r❡ ✸✳ ❖♥
♥♦t❡ [a; b] ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❝♦♠♣r✐s❡s ❡♥tr❡ a ❡t b✱ ❛✈❡❝ a ≤ b ❡t ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ❜♦r♥❡s ✐♥❝❧✉s❡✳ P❛r
♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ✐❝✐ ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❡♥s❡♠❜❧✐st❡s ❤❛❜✐t✉❡❧s✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r
❧✬✉♥✐♦♥ ∪ ❡t ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ∩✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❧❡ s②stè♠❡ ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ r❡♣♦s❡ s✉r ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ t②♣❛❣❡
Γ q✉✐ ❛ss♦❝✐❡ ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ à ❝❤❛q✉❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❧♦❣✐q✉❡ ❧✐é❡ à ✉♥ q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉r ✉♥✐✈❡rs❡❧✳
Γ  z : [z; z]
x ∈ Γ
Γ  x : Γ(x)
x 6∈ Γ Σ(x) = ι
Γ  x : [minι;maxι]
Σ(a) = ι⋆
Γ  ⋆a : [minι;maxι]
Γ  t1 : [l1;u1] Γ  t2 : [l2;u2] ♦♣ ∈ {✰; ✲; ✯; ✴} (♦♣ 6= ✴ ♦✉ 0 /∈ [l2, u2])
Γ  t1 ♦♣ t2 : [min(l1 op l2, l1 op u2, u1 op l2, u1 op u2);max(l1 op l2, l1 op u2, u1 op l2, u1 op u2)]
Γ  t1 : [l1;u1] Γ  t2 : [l2;u2] l2 < 0 < u2
Γ  t1✴ t2 : [min(l1,−u1);max(−l1, u1)]
Γ  t : I
Γ  (ι)t : I ∩ Iι
❋✐❣✉r❡ ✸ ✕ ■♥❢ér❡♥❝❡ ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s✳
➚ ❝❤❛q✉❡ ❝♦♥st❛♥t❡✱ ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ s✐♥❣❧❡t♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❡st ✐♥❢éré✳ ▲✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❛ss♦❝✐é à ✉♥❡
✈❛r✐❛❜❧❡ ❧♦❣✐q✉❡ ❡st ❢♦✉r♥✐ ♣❛r ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ✭❧✬❛❥♦✉t ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❛♥s ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❡st ❡✛❡❝t✉é
♣❛r ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✉ q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉r ✉♥✐✈❡rs❡❧ ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ t②♣❡s q✉✐ ❡st ♣rés❡♥té ✜❣✉r❡ ✹ ❡t
q✉✐ ❡st ❧✬✉♥✐q✉❡ ✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❞❡ ❝❡tt❡ ✐♥❢ér❡♥❝❡ ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s✮✳ ▲✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❛ss♦❝✐é à ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ x ❞✉
♣r♦❣r❛♠♠❡ ❡st ❝❡❧✉✐ ❝♦♥t❡♥❛♥t t♦✉t❡s ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞✉ t②♣❡ ❞❡ x✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡st ❝♦rr❡❝t❡ ❡t ♣❡✉
❝♦ût❡✉s❡ à ❝❛❧❝✉❧❡r✱ ♠❛✐s r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❣r♦ss✐èr❡✳ ■❧ ❡st ❡♥ ré❛❧✐té ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✐❝✐ ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡
❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡s ❝♦♠♠❡ ❝❡❧❧❡ ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ❧❡ ❣r❡✛♦♥ ❱❛❧✉❡ ❞❡ ❋r❛♠❛✲❈ ❬✺✱ ✶✷❪✳ ❉❡
♠ê♠❡✱ ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ✐♥❢éré ❧♦rs ❞✬✉♥ ❛❝❝ès à ✉♥ ❡♥t✐❡r ✈✐❛ ✉♥ ♣♦✐♥t❡✉r ❡st ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t t♦✉t❡s ❧❡s
✻
❘❡st❡r st❛t✐q✉❡ ♣♦✉r ❞❡✈❡♥✐r ♣❧✉s r❛♣✐❞❡✱ ♣❧✉s ♣ré❝✐s ❡t ♣❧✉s ♠✐♥❝❡
✈❛❧❡✉rs ❞✉ t②♣❡ ♣♦✐♥té✳ P♦✉r ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs✱ ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡ ❛r✐t❤♠ét✐q✉❡ ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❝♦rr❡❝t❡ ❬✶✼❪
♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡ ✭❝❡❧❧❡ ✐♥❞✐q✉é❡ ✐❝✐ ❡st ❧❛ ♣❧✉s ♣ré❝✐s❡ ♣♦ss✐❜❧❡✱ q✉♦✐q✉❡ ♣❡✉ ❡✣❝❛❝❡ à ❝❛❧❝✉❧❡r✮✳ ❯♥❡
❞✐✣❝✉❧té ❡①✐st❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ❞✐✈✐s✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞✉ ❞é♥♦♠✐♥❛t❡✉r ❝♦♥t✐❡♥❞r❛✐t ✵✳
❉❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✱ ♥♦✉s tr❛✐t♦♥s sé♣❛ré♠❡♥t ✭s❛♥s r❡❝❤❡r❝❤❡r ❧❛ ❢♦r♠❡ ♦♣t✐♠❛❧❡✮ ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡
❞✉ ❞é♥♦♠✐♥❛t❡✉r ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ♣❛s ✵✱ ❡t ❧❡ ❝❛s ♦ù ✐❧ ❝♦♥t✐❡♥t ✵ str✐❝t❡♠❡♥t à ❧✬✐♥tér✐❡✉r✳ ❈♦♠♠❡ ❊✲
❆❈❙▲ ❣❛r❛♥t✐t ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs q✉✬✉♥❡ ❞✐✈✐s✐♦♥ ♣❛r ③ér♦ ♥✬❡st ♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ✭❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ✷✮✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❡♥
❡✛❡t ❝♦♥s✐❞ér❡r q✉✬✉♥❡ é✈❡♥t✉❡❧❧❡ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ✭r❡s♣✳ s✉♣ér✐❡✉r❡✮ ♥✉❧❧❡ ❡st r❡♠♣❧❛❝é❡ ♣❛r 1 ✭r❡s♣✳
−1✮✳ ❊♥✜♥✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ❝♦❡r❝✐♦♥ (ι)t✱ ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ✐♥❢éré ❡st ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ t♦✉t❡s ❧❡s ✈❛❧❡✉rs
♣♦ss✐❜❧❡s ♣♦✉r ❧❡ t②♣❡ ι ❡t t♦✉t❡s ❝❡❧❧❡s ♣♦ss✐❜❧❡s ♣♦✉r ❧❡ t❡r♠❡ t✳ ▲à ❡♥❝♦r❡✱ ❊✲❆❈❙▲ ❣❛r❛♥t✐t q✉❡
❝❡tt❡ ❝♦❡r❝✐♦♥ ❡st sûr❡✳ ❊♥✜♥✱ ❛✉❝✉♥❡ rè❣❧❡ ♥✬❡①✐st❡ ♣♦✉r ❧❛ ♣r✐s❡ ❞✬❛❞r❡ss❡ &l✱ ♥✐ ♣♦✉r ❧❡ ❞é❝❛❧❛❣❡ ❞❡
♣♦✐♥t❡✉r a ✰✰ n ✿ ❝❡s t❡r♠❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❞❡s ❡♥t✐❡rs✳
▲❡s ❞❡✉① t❤é♦rè♠❡s s✉✐✈❛♥ts ✭♣r♦✉✈és ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✐♠♣❧❡ s✉r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡s t❡r♠❡s✮ ❣❛r❛♥t✐ss❡♥t
❧❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❡t ✉♥❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s✳ ■❧s r❡♣♦s❡♥t s✉r ❞❡s ♥♦t✐♦♥s
❞❡ ❝♦❤ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s Γ✱ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ t②♣❛❣❡ Σ ❡t ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t
❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ Λ✳ ❈❡t ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥✱ ❞♦♥t ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❡st ♦♠✐s❡✱ ❛ss♦❝✐❡ à ❝❤❛q✉❡
✈❛r✐❛❜❧❡ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ✭✐❝✐✱ ✉♥ ❡♥t✐❡r ♦✉ ✉♥❡ ❛❞r❡ss❡ ♠é♠♦✐r❡✮✳ ❆✐♥s✐✱ Λ ❡st ❞✐t ❝♦❤ér❡♥t ❛✈❡❝ Γ s✐ t♦✉t❡s
❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧♦❣✐q✉❡s ❞❡ s♦♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞é✜♥✐ss❡♥t ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ Γ ❡t q✉❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❛ss♦❝✐é❡ à ❝❤❛❝✉♥❡ ✺
❡st ❞❛♥s ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❛ss♦❝✐é ❞❛♥s Γ✳ ❉❡ ♠❛♥✐èr❡ s✐♠✐❧❛✐r❡✱ Λ ❡st ❝♦❤ér❡♥t ❛✈❡❝ Σ s✐ t♦✉t❡s ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s
❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❞❡ s♦♥ ❞♦♠❛✐♥❡ s♦♥t ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ Σ ❡t q✉❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❛ss♦❝✐é❡ à ❝❤❛❝✉♥❡ ♣❡✉t
êtr❡ ❞✉ t②♣❡ ❛ss♦❝✐é ❞❛♥s Σ✳ ▲✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ t②♣❛❣❡ Σ ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ rè❣❧❡ ❡st t♦✉❥♦✉rs
s✉♣♣♦sé ❝♦❤ér❡♥t ❛✈❡❝ ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ Λ ❞♦♥♥é✳
❚❤é♦rè♠❡ ✶ ✭❈♦rr❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s✮ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❞✬✐♥❢é✲
r❡♥❝❡ Γ ❡t ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ Λ ❝♦❤ér❡♥ts✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ✈❡rs ❧❡sq✉❡❧❧❡s ✉♥ t❡r♠❡
t ♣❡✉t êtr❡ é✈❛❧✉é ❞❛♥s Λ ❡st ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ✐♥❢éré ♣♦✉r t ❞❛♥s Γ✳
❚❤é♦rè♠❡ ✷ ✭Pré❝✐s✐♦♥ r❡❧❛t✐✈❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s✮ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t
❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ Γ ❡t ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ t②♣❛❣❡ Σ ❝♦❤ér❡♥ts✱ ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ✐♥❢éré ♣♦✉r t ❞❛♥s Γ ❡st ✐♥❝❧✉s
❞❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs r❡♣rés❡♥té❡s ♣❛r Σ(t)✳
❙②stè♠❡ ❞❡ t②♣❡s ▼❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ✐♥❢ér❡r ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡♠❡♥t ♣ré❝✐s ♣♦✉r
❝❤❛q✉❡ t❡r♠❡ ❞✬✉♥ t②♣❡ ❡♥t✐❡r✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞é✜♥✐r ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ t②♣❡s ❞♦♥t ❧❡ ❜✉t ❡st ❞✬♦❜t❡♥✐r
❞❡✉① ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ✿ ❧❡ t②♣❡ ❞✉ rés✉❧t❛t ❡t ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ é✈❡♥t✉❡❧❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ à
❣é♥ér❡r à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ t❡r♠❡✳ ❈❡s ❞❡✉① t②♣❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t ❧❡s ♠ê♠❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ s✐ z ❡st ✉♥❡
❝♦♥st❛♥t❡ ❡♥t✐èr❡ ♥♦♥ r❡♣rés❡♥t❛❜❧❡✱ ❧❡ ♣ré❞✐❝❛t z ≡ 0 ❞♦✐t êtr❡ tr❛❞✉✐t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥
●▼P ✭❧❡ t②♣❡ ❛ss♦❝✐é ❡st ❛❧♦rs Z✮✱ ♠❛✐s ❧❡ rés✉❧t❛t✱ ✈❛❧❛♥t s♦✐t 0 s♦✐t 1✱ ♣❡✉t êtr❡ ❞❡ t②♣❡ ✐♥t✳
P♦✉r ♠✐❡✉① ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧❡ rô❧❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ t②♣❡s✱ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ✉♥ ♣❡✉ ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡ ✿
1+(x+1)/(y−64) ❛✈❡❝ x ❞❡ t②♣❡ ✐♥t ❡t y ❞❡ t②♣❡ ❝❤❛r✳ ■❝✐✱ ❝♦♠♠❡ x+1 ♣❡✉t ❞é❜♦r❞❡r✱ ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❞♦✐t
êtr❡ ❡✛❡❝t✉❡r à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ●▼P✳ ■❧ ❢❛✉t ❞♦♥❝ ❛✉ss✐ tr❛❞✉✐r❡ x ❡t 1 ❡♥ ●▼P ❛✈❛♥t ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥✳
P❛r ❝♦♥tr❡ ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ y − 64 ♣❡✉t êtr❡ ❡✛❡❝t✉é❡ ❞❛♥s ❧❡ t②♣❡ ✐♥t ❡t ✐❧ s✉✣t ❞❡ ❝♦❡r❝❡r y ❞❡ ❝❤❛r
✈❡rs ✐♥t ✭❝❡ q✉✐ ❡st ✐♥✉t✐❧❡ ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ✉♥❡ ❝♦❡r❝✐♦♥ ✐♠♣❧✐❝✐t❡ ét❛♥t ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ✐♥tr♦❞✉✐t❡✮✳
▲✬❛♥❛❧②s❡ ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❣❛r❛♥t✐r q✉❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❝❡tt❡ s♦✉str❛❝t✐♦♥ ❡st ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❡♥tr❡
−96 ❡t −33✳ P❛r s✉✐t❡✱ ❡❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❛✉ss✐ ❞❡ ❣❛r❛♥t✐r q✉❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ ❞✐✈✐s✐♦♥ ❡st ❡♥tr❡ −3 ❡t 3✳
❈♦♠♠❡ ✉♥❡ ❞❡s ♦♣ér❛♥❞❡s ❞❡ ❧❛ ❞✐✈✐s✐♦♥ ❡st ✉♥ ●▼P✱ ❡❧❧❡ ❞♦✐t ♥é❛♥♠♦✐♥s êtr❡ ❡✛❡❝t✉é❡ ❡♥ ●▼P✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ s♦♥ rés✉❧t❛t ✭❛♣♣❡❧♦♥s✲❧❡ z✮ ♣❡✉t✱ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ sûr❡✱ êtr❡ ❝♦♥✈❡rt✐ ❡♥ ✐♥t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à
❝❛❧❝✉❧❡r 1 + z ❛✈❡❝ ❞❡s ❡♥t✐❡rs ♠❛❝❤✐♥❡s✳
P❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❡ t②♣❡ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❞♦✐t êtr❡ s✉✣s❛♠♠❡♥t ❣r❛♥❞ ♣♦✉r ❝♦♥t❡♥✐r ❧❛ ✈❛❧❡✉r
❞❡ s♦♥ rés✉❧t❛t ❡t ❝❡❧❧❡s ❞❡ s❡s ♦♣ér❛♥❞❡s✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❡ ❥✉❣❡♠❡♥t ❞❡ t②♣❛❣❡ ❞❡s t❡r♠❡s ❡st
Γ ⊢ t : τ1  τ2 ❡t s✐❣♥✐✜❡ ✓ ❞❛♥s ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t Γ✱ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ tr❛❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ t ♣❡✉t êtr❡ ❞❡
✺✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡✱ ❞❛♥s ♥♦tr❡ ét✉❞❡✱ t♦✉t❡s ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧♦❣✐q✉❡s s♦♥t ❞❡s ❡♥t✐❡rs✳
✼
❆✳ ❏❛❦♦❜ss♦♥✱ ◆✳ ❑♦s♠❛t♦✈ ❡t ❏✳ ❙✐❣♥♦❧❡s
t②♣❡ τ1 ❡t ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❞♦✐t êtr❡ ❡✛❡❝t✉é❡ ❛✈❡❝ ❧❡ t②♣❡ τ2 ✔✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❝❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✐♥❞✉✐t q✉❡
τ1 ♥✬❡st ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t ✉♥✐q✉❡ ✿ ♥♦tr❡ s②stè♠❡ ❡st ❢♦♥❞é s✉r ❞✉ s♦✉s✲t②♣❛❣❡✳ ▲♦rsq✉✬❛✉❝✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥
♥✬❡st ❛ss♦❝✐é❡ ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♣♦✉r ❧❡s ❝♦♥st❛♥t❡s✮ ♦✉ ❧♦rsq✉❡ τ2 ♥✬❡st ♣❛s ✉t✐❧❡✱ ♦♥ ♣❡✉t s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❡
❥✉❣❡♠❡♥t ❡♥ Γ ⊢ t : τ1✳ ❈❡ ❥✉❣❡♠❡♥t ❡st ét❡♥❞✉ ❛✉① ♣ré❞✐❝❛ts ❡t ❡st ❛❧♦rs ♥♦té Γ ⊢p p : τ1  τ2✱ ❛✈❡❝
♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❧❛ ♠ê♠❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♣♦✉r ♦♠❡ttr❡ τ2✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ♦♥ ♥♦t❡ θ(I) ❧❡ t②♣❡ 4✲♠❛①✐♠✉♠
❡♥tr❡ ✐♥t ❡t ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t t②♣❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t I✳ ▲✬✐❞é❡ s♦✉s✲❥❛❝❡♥t❡ ❡st ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ t②♣❡ ❧❡ ♣❧✉s ♣ré❝✐s
♣♦ss✐❜❧❡ ♣♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r I✱ ♠❛✐s q✉✬✐❧ ❡st ❝♦♥tr❡✲♣r♦❞✉❝t✐❢ ❞✬❛✈♦✐r ✉♥❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ s✉♣ér✐❡✉r❡ à ✐♥t ✿
❡♥ ❈ ✱ ❧❡s ❝♦♥st❛♥t❡s s♦♥t ❛✉ ♠♦✐♥s ❞❡ t②♣❡s ✐♥t ❡t✱ ❞✬❛♣rès ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ t②♣❛❣❡ ❞✉ ❈ ✱ ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s
❧❡s ♠❛♥✐♣✉❧❛♥t ❛✉ss✐✳ ✃tr❡ tr♦♣ ♣ré❝✐s ♥❡ s❡r✈✐r❛✐t q✉✬à ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❞❡s ❝♦❡r❝✐♦♥s ✐♥✉t✐❧❡s ✈❡rs ✐♥t ✭♣❛r
❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❝❤❛r ✈❡rs ✐♥t✮✳ ▲❡ s②stè♠❡ ❞❡ t②♣❡s ❡st ♣rés❡♥té ✜❣✉r❡ ✹✳
Γ  z : I
Γ ⊢ z : θ(I)
Γ  a : I
Γ ⊢ a : θ(I)
Γ  (ι)t : I Γ  t : It τ = θ(I ∪ It) Γ ⊢ t : τ
Γ ⊢ (ι)t : τ  τ
Γ  t1 : I1 Γ  t2 : I2 Γ  t1 ♦♣ t2 : I τ = θ(I1 ∪ I2 ∪ I) Γ ⊢ t1 : τ Γ ⊢ t2 : τ ♦♣ ∈ {✰; ✲; ✯; ✴}
Γ ⊢p t1 ♦♣ t2 : τ  τ
Γ ⊢ t : τ ′ τ ′ 4 τ
Γ ⊢ t : τ
Γ ⊢ t : τ ′  τ ′ τ ′ ≻ τ Γ  t : I θ(I) 4 τ
Γ ⊢ t : τ  τ ′
Γ  t1 : I1 Γ  t2 : I2 τ = θ(I1 ∪ I2) Γ ⊢ t1 : τ Γ ⊢ t2 : τ op ∈ {≡;≤}
Γ ⊢p t1 op t2 : ✐♥t τ
Γ ⊢p p1 : ✐♥t Γ ⊢p p2 : ✐♥t
Γ ⊢p p1 ∧ p2 : ✐♥t
Γ ⊢p p1 : ✐♥t Γ ⊢p p2 : ✐♥t
Γ ⊢p p1 ∨ p2 : ✐♥t
Γ ⊢p p : ✐♥t
Γ ⊢p ¬p : ✐♥t
Γ  t1 : [l1;u1] Γ  t2 : [l2;u2] τ
′ = θ([l1;u1], [l2;u2])
Γ ⊢ t1 : τ
′ Γ ⊢ t2 : τ
′ Γ, x : ([l1;u2] ∩ Iτ ) ⊢p p : ✐♥t
Γ ⊢p ∀ (x : τ); t1 ≤ x < t2 =⇒ p : ✐♥t
Γ ⊢p \✈❛❧✐❞(a) : ✐♥t Γ ⊢p \✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞(a) : ✐♥t
❋✐❣✉r❡ ✹ ✕ ❙②stè♠❡ ❞❡ t②♣❡s✳
❙❡✉❧s ❧❡s t❡r♠❡s ❞✬✉♥ t②♣❡ ❡♥t✐❡r ♦♥t ❜❡s♦✐♥ ❞✬êtr❡ t②♣és✳ ▲❡s ❝❛s ❞❡ ❜❛s❡ s♦♥t ❧❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ❡t ❧❡s
✈❛❧❡✉rs ♠é♠♦✐r❡s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ❧❡ t②♣❡ ❧❡ ♣❧✉s ♣ré❝✐s ❡st ❝❡❧✉✐ ❞ét❡r♠✐♥é ♣❛r ❧✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s✳
▲❡ t②♣❡ τ ❧❡ ♣❧✉s ♣ré❝✐s ❞✬✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❛r✐t❤♠ét✐q✉❡ ❡st ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t t②♣❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r
à ❧❛ ❢♦✐s ❧❡s ♦♣ér❛♥❞❡s ❡t ❧❡ rés✉❧t❛t✳ ▲✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❞♦✐t ❛✉ss✐ êtr❡ ❡✛❡❝t✉é❡ ❞❛♥s τ ✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❛✈❡❝
♥♦tr❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ 8✲❜✐ts✱ ❧❡ t②♣❡ ❧❡ ♣❧✉s ♣ré❝✐s ❞❡ 120 ✰ 8 ❡st Z ❝❛r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣❡✉t ❞é❜♦r❞❡r ❡t ❞❡✈r❛
❞♦♥❝ êtr❡ ❢❛✐t à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ●▼P✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ 127 ✯ (−1) ✰ 1 ❡st ✐♥t✳ ❊♥ t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡
❧❛ ♠♦♥♦t♦♥✐❡ ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s✱ ✐❧ ♥✬❡st ❡♥ ré❛❧✐té ♣❛s t♦✉❥♦✉rs ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬✐♥❢ér❡r ❧❡s
✐♥t❡r✈❛❧❧❡s à ❧❛ ❢♦✐s ❞❡s ♦♣ér❛♥❞❡s ❡t ❞✉ rés✉❧t❛t✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ✉♥❡ ❛❞❞✐t✐♦♥ ❡st ❝r♦✐ss❛♥t❡ ❡♥✈❡rs
❝❤❛❝✉♥ ❞❡ s❡s ♦♣ér❛♥❞❡s ✿ ❧❡✉rs ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s s♦♥t ❞♦♥❝ ✐♥✉t✐❧❡s ❝❛r t♦✉❥♦✉rs ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞✉
rés✉❧t❛t✳ ❈❡s ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥s s♦♥t ♦♠✐s❡s ✐❝✐✳ ▲❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ❝♦❡r❝✐♦♥ ❡st s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡❧✉✐ ❞✬✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r✳
▲❡s ❞❡✉① rè❣❧❡s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s s✉r ❧❡s t❡r♠❡s s♦♥t ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ s♦✉s✲t②♣❛❣❡ ❞❡ ♥♦tr❡ s②stè♠❡✳ ▲❛
♣r❡♠✐èr❡ ❡st ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ s✉❜s♦♠♣t✐♦♥ ❬✶✻❪ ✿ ❡❧❧❡ s♣é❝✐✜❡ q✉✬♦♥ ♣❡✉t ✉t✐❧✐s❡r ✉♥ s♦✉s✲t②♣❡ à ❧❛ ♣❧❛❝❡ ❞✉
t②♣❡ ❛tt❡♥❞✉✳ ■❝✐ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧♦rsq✉✬✉♥ ●▼P ❡st ❛tt❡♥❞✉✱ ✉♥ ✐♥t ♣❡✉t ❛✉ss✐ êtr❡ ✉t✐❧✐sé ❝❛r ✐♥t 4 Z✳
▲♦rs ❞❡ ❧❛ tr❛❞✉❝t✐♦♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♣❛r ❊✲❆❈❙▲✱ ✉t✐❧✐s❡r ❝❡tt❡ rè❣❧❡ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❡ t②♣❡ Z ✐♥❞✐q✉❡ q✉✬✐❧
❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡rt✐r ✉♥ ❡♥t✐❡r ♠❛❝❤✐♥❡ ❡♥ ●▼P ❝♦♠♠❡ ❧♦rs ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ 120 ✰ 8 ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ❧❡s
❞❡✉① ❝♦♥st❛♥t❡s ❡♥ ❛r❣✉♠❡♥t ❞♦✐✈❡♥t ❧✬êtr❡✳ ▲❛ rè❣❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ❡st ❞✉❛❧❡ ❡t ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥✈❡rt✐r ♣❛r
❡①❡♠♣❧❡ ✉♥ ●▼P ❡♥ ✐♥t ❧♦rsq✉❡ ❝❡❧❛ ❡st ❝♦rr❡❝t✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧♦rsq✉❡ ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ rés✉❧t❛♥t ❡st ✐♥❝❧✉s
❞❛♥s ✐♥t✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❝❛❧❝✉❧❡r 128 ✴ 2 r❡q✉✐❡rt ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ●▼P ✭à ❝❛✉s❡ ❞❡ 128✮ ♠❛✐s ❧❡ rés✉❧t❛t
✽
❘❡st❡r st❛t✐q✉❡ ♣♦✉r ❞❡✈❡♥✐r ♣❧✉s r❛♣✐❞❡✱ ♣❧✉s ♣ré❝✐s ❡t ♣❧✉s ♠✐♥❝❡
♣❡✉t✱ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ sûr❡✱ êtr❡ ❝♦♥✈❡rt✐ ❡♥ ✐♥t ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♥t❡①t❡ ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝♦♠♣❛r❡r
à 0✮✳ ❊♥ ❣é♥ér❛❧✱ ✉♥ ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥t ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❞❡ t❡❧s rè❣❧❡s ❞❡ s♦✉s✲t②♣❛❣❡ ❡st q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❛✐♥s✐
é❝r✐t ♥❡ ❞é✜♥✐t ♣❛s ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝❛r ♣❧✉s✐❡✉rs rè❣❧❡s s♦♥t ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡s✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱
❞❛♥s ♥♦tr❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ✐❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ s✉r♠♦♥t❡r ❝❡tt❡ ❞✐✣❝✉❧té ❡♥ ♥✬✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ s♦✉s✲
t②♣❛❣❡ q✉❡ ❧♦rsq✉✬❛✉❝✉♥ ❛✉tr❡ ❝❤♦✐① ❡st ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❈❡tt❡ str❛té❣✐❡ ♣❡r♠❡t ❛✉ss✐ ❞❡ ♥✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ q✉✬✉♥
♥♦♠❜r❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡ ❝♦❡r❝✐♦♥s ✭❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ♦✉ ✈❡rs ●▼P✮✳ ❯♥ ❛r❜r❡ ❞❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ♣♦✉r t②♣❡r
❧✬❡①❡♠♣❧❡ ♣ré❝é❞❡♥t 1 + (x + 1)/(y − 64) ❞❛♥s ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t Γ = x : [−128; 127], y : [−32; 31]
❡st ❞♦♥♥é ✜❣✉r❡ ✺✳ ▲✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ② ❡st ♦♠✐s❡ ♠❛✐s ❛ ❞é❥à été ❡①♣❧✐q✉é❡ ✐♥❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ♣♦✉r
❝❡t ❡①❡♠♣❧❡✳ ▲❡s ét❛♣❡s ♠❛rq✉é❡s 4 ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ s✉❜s♦♠♣t✐♦♥✳ ❖♥ ② r❡♠❛rq✉❡
❛✉ss✐ ❧❛ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❞✉ rés✉❧t❛t ●▼P ❞❡ ❧❛ ❞✐✈✐s✐♦♥ ❡♥ ✐♥t✳
Γ ⊢ 1 : ✐♥t
Γ ⊢ x : ✐♥t
Γ ⊢ x : Z
4
Γ ⊢ 1 : ✐♥t
Γ ⊢ 1 : Z
4
Γ ⊢ x+ 1 : Z
Γ ⊢ y : ✐♥t Γ ⊢ 64 : ✐♥t
Γ ⊢ y − 64 : ✐♥t
Γ ⊢ y − 64 : Z
4
Γ ⊢ (x+ 1)/(y − 64) : Z Z [−3; 3] 4 ✐♥t
Γ ⊢ (x+ 1)/(y − 64) : ✐♥t Z
Γ ⊢ 1 + (x+ 1)/(y − 64) : ✐♥t
❋✐❣✉r❡ ✺ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥✳
❚②♣❡r ❧❡s ♣ré❞✐❝❛ts ♥❡ ♣♦s❡ ♣❛s ❞❡ ❞✐✣❝✉❧tés ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡s ✿ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❡✉r tr❛❞✉❝t✐♦♥ ❡st s♦✐t
0 s♦✐t 1✱ ❡t ❧❡ t②♣❡ ❧❡ ♣❧✉s ♣ré❝✐s ❡st ❞♦♥❝ ✐♥t✳ ▲❛ rè❣❧❡ ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡st s✐♠✐❧❛✐r❡ à
❝❡❧❧❡ ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❛r✐t❤♠ét✐q✉❡s ♠❛✐s ❡①♣❧♦✐t❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ rés✉❧t❛♥t ❡st [0; 1]
❡t ♥✬❛ ❞♦♥❝ ❛✉❝✉♥ ✐♠♣❛❝t s✉r ❧❡ t②♣❡ ✭t♦✉s ❧❡s t②♣❡s ❡♥t✐❡rs ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ❝❡s ✈❛❧❡✉rs✮✳ ❆✉ss✐✱ ❧❛ rè❣❧❡
❞❡ ❧❛ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❧✐é❡ ❞❛♥s ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ t②♣❛❣❡✳ ❯♥ ❞ét❛✐❧
✐♠♣♦rt❛♥t ❡st ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ t2 ❞❡ x ❡st s②♥t❛①✐q✉❡♠❡♥t str✐❝t❡ ❛❧♦rs q✉❡ ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡
❛ss♦❝✐é à x ❞❛♥s Γ ❝♦♥t✐❡♥t ❧❛ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ u2 ❞❡ t2✳ ❈❡ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥❡ s✉r✲❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐♥✉t✐❧❡✳
❆✉ ❝♦♥tr❛✐r❡✱ ❝✬❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ à ❧❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✉♥❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡ ❡st tr❛❞✉✐t❡ ♣❛r
❊✲❆❈❙▲ ❡♥ ✉♥❡ ❜♦✉❝❧❡ ❢♦r ✭éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ✉♥ ✇❤✐❧❡✮ ❞♦♥t ❧✬✐♥❞✐❝❡ ✈❛r✐❡ ❞❡ t1 ✭✐♥❝❧✉s✮ à t2 ✭❡①❝❧✉✮✳
◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❝❧❛ss✐q✉❡✱ ✉♥❡ ✐♥❝ré♠❡♥t❛t✐♦♥ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❡st ❡✛❡❝t✉é❡ ❥✉st❡ ❛✈❛♥t ❞❡ s♦rt✐r
❞❡ ❧❛ ❜♦✉❝❧❡✱ ❝❡ q✉❡ r❡✢èt❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ t②♣❡s✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ s✐ t2 ❡st ❧❡ s✉❝❝❡ss❡✉r ❞✉ ♣❧✉s ❣r❛♥❞
❡♥t✐❡r r❡♣rés❡♥t❛❜❧❡✱ ♥❡ ♣❛s ✉t✐❧✐s❡r ❧❛ tr❛❞✉❝t✐♦♥ ✈❡rs ●▼P ✭❝❡ q✉✐ s❡r❛✐t ❧❡ ❝❛s s❛♥s ❧✬é❝❛rt ❞✬✉♥❡
✉♥✐té✮ ❡♥❣❡♥❞r❡r❛✐t ✉♥ ❞é❜♦r❞❡♠❡♥t q✉✐ ❛✉r❛✐t ♣♦✉r ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞❡ r❡♥❞r❡ ❧❡ t❡st ❞❡ s♦rt✐❡ ❞❡ ❜♦✉❝❧❡
✐♥❞é✜♥✐♠❡♥t ❢❛✉① ✿ ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❣é♥éré ♥❡ t❡r♠✐♥❡r❛✐t ♣❛s✳
▲❡s ❞❡✉① t❤é♦rè♠❡s s✉✐✈❛♥ts ❣❛r❛♥t✐ss❡♥t ❧❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ t②♣❡s✱ ❛✉ss✐ ❜✐❡♥ ♣♦✉r ❧❡ t②♣❡
❝❛❧❝✉❧é q✉❡ ♣♦✉r ❝❡❧✉✐ é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❛ss♦❝✐é à ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❡✛❡❝t✉é❡✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ❡st ✉♥❡
✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ sé♠❛♥t✐q✉❡ ♦♣ér❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡t s✬❛♣♣✉✐❡ s✉r ❧❡s t❤é♦rè♠❡s ✶ ❡t ✷✱ t❛♥❞✐s q✉❡
❧❡ s❡❝♦♥❞ ❡st ✉♥ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ❞❡s tr♦✐s ❛✉tr❡s t❤é♦rè♠❡s✳
❚❤é♦rè♠❡ ✸ ✭❈♦rr❡❝t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ t②♣❡s✮ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ Γ ❡t
✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ Λ ❝♦❤ér❡♥ts✱ s✐ t ❡st ❞❡ t②♣❡ τ ❞❛♥s Γ ❞✬❛♣rès ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✱
❛❧♦rs ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ✈❡rs ❧❡sq✉❡❧❧❡s ✉♥ t❡r♠❡ t ♣❡✉t êtr❡ é✈❛❧✉é ❞❛♥s Λ ❡st ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s ❧❡s
✈❛❧❡✉rs r❡♣rés❡♥té❡s ♣❛r τ ✳
❚❤é♦rè♠❡ ✹ ✭❈♦rr❡❝t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s✮ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❞✬✐♥❢é✲
r❡♥❝❡ Γ ❡t ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ Λ ❝♦❤ér❡♥ts✱ s✐ ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❛ss♦❝✐é❡ à ✉♥ t❡r♠❡ t ✭r❡s♣✳
♣r❡❞✐❝❛t p✮ ❡st ❞❡ t②♣❡ τ ❞❛♥s Γ ❞✬❛♣rès ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹ ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ Γ ⊢ t : ❴ τ ♦✉✱ r❡s♣✳✱
Γ ⊢p p : ❴ τ✮✱ ❛❧♦rs ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ✈❡rs ❧❡sq✉❡❧❧❡s t ✭r❡s♣✳ p✮ ❡t s❡s ♦♣ér❛♥❞❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡
❝❤❛❝✉♥ é✈❛❧✉és ❞❛♥s Λ ❡st ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s ❧❡s ✈❛❧❡✉rs r❡♣rés❡♥té❡s ♣❛r τ ✳
✾
❆✳ ❏❛❦♦❜ss♦♥✱ ◆✳ ❑♦s♠❛t♦✈ ❡t ❏✳ ❙✐❣♥♦❧❡s
✹✳ ❆♥❛❧②s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♣♦✉r ré❞✉✐r❡ ❧✬✐♥str✉♠❡♥t❛t✐♦♥
Pr♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ ▲✬❛♥❛❧②s❡ ✢♦t ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♣rés❡♥té❡ ✐❝✐ ❛ ♣♦✉r ❜✉t ❞❡ ❞✐♠✐♥✉❡r ❛✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❧❡
♥♦♠❜r❡ ❞✬❛♣♣❡❧s à ❧❛ ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡ ♠♦❞é❧✐s❛♥t ❧❛ ♠é♠♦✐r❡✳ ▼❛❧❣ré ❧❡s ❡✛♦rts ❞é♣❧♦②és ♣♦✉r ✐♠♣❧❛♥t❡r
❝❡tt❡ ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❡✣❝❛❝❡ ❬✶✸❪✱ ✉♥❡ t❡❧❧❡ ✐♥str✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ❡st très ✐♥✈❛s✐✈❡ ❡t ❝♦ût❡✉s❡ ❛✉ss✐
❜✐❡♥ ❡♥ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ q✉✬❡♥ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ♠é♠♦✐r❡✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻ ♠♦♥tr❡ ❧✬✐♥str✉♠❡♥t❛t✐♦♥
❡✛❡❝t✉é❡ ♣♦✉r ✉♥ ♣❡t✐t ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❈ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t❡✉r ❡st ✈ér✐✜é❡ ✻✳ ▲❡s ❧✐❣♥❡s
❣é♥éré❡s ♣❛r ❧✬✐♥str✉♠❡♥t❛t✐♦♥ s♦♥t s✉r✲✐♥❞❡♥té❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ❧✐❣♥❡s ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✿ ❧❡s
❧✐❣♥❡s ❞❡ ❝♦❞❡ ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ✐♥str✉♠❡♥té s♦♥t ✐❝✐ ✶✼✵✪ ♣❧✉s ♥♦♠❜r❡✉s❡s q✉❡ ❝❡❧❧❡s ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡
✐♥✐t✐❛❧ ❡t✱ ❡♥ ♦✉tr❡✱ ❧❡s ❧✐❣♥❡s ❛❥♦✉té❡s s♦♥t ❞❡ ❝♦ût❡✉① ❛♣♣❡❧s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s✳
✐♥t ♠❛✐♥✭✈♦✐❞✮ ④
✐♥t ①✱ ②✱ ③✱ ✯♣❀
✴✯ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧♦❝❛❧❡s ✯✴
❴❴st♦r❡❴❜❧♦❝❦✭✭✈♦✐❞ ✯✮✭✫ ♣✮✱ ✹❯✮❀
❴❴st♦r❡❴❜❧♦❝❦✭✭✈♦✐❞ ✯✮✭✫ ③✮✱ ✹❯✮❀ ✴✯ s✉♣❡r❢❧✉ ✯✴
❴❴st♦r❡❴❜❧♦❝❦✭✭✈♦✐❞ ✯✮✭✫ ②✮✱ ✹❯✮❀ ✴✯ s✉♣❡r❢❧✉ ✯✴
❴❴st♦r❡❴❜❧♦❝❦✭✭✈♦✐❞ ✯✮✭✫ ①✮✱ ✹❯✮❀
❴❴❢✉❧❧❴✐♥✐t✭✭✈♦✐❞ ✯✮✭✫ ♣✮✮❀ ✴✯ ✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♣ ✯✴
♣ ❂ ✫①❀
❴❴❢✉❧❧❴✐♥✐t✭✭✈♦✐❞ ✯✮✭✫ ①✮✮❀ ✴✯ ✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ① ✯✴ ✴✯ s✉♣❡r❢❧✉ ✯✴
① ❂ ✵❀
❴❴❢✉❧❧❴✐♥✐t✭✭✈♦✐❞ ✯✮✭✫ ②✮✮❀ ✴✯ ✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ② ✯✴ ✴✯ s✉♣❡r❢❧✉ ✯✴
② ❂ ✶❀
❴❴❢✉❧❧❴✐♥✐t✭✭✈♦✐❞ ✯✮✭✫ ③✮✮❀ ✴✯ ✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ③ ✯✴ ✴✯ s✉♣❡r❢❧✉ ✯✴
③ ❂ ✷❀
✴✯❅ ❛ss❡rt \✈❛❧✐❞✭♣✮❀ ✯✴
✴✯ t❡st ❞❡ ✈❛❧✐❞✐té ✯✴
④
✐♥t ❴❴❡❴❛❝s❧❴✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞❀
✐♥t ❴❴❡❴❛❝s❧❴❛♥❞❀
❴❴❡❴❛❝s❧❴✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞ ❂ ❴❴✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞✭✭✈♦✐❞ ✯✮✭✫ ♣✮✱s✐③❡♦❢✭✐♥t ✯✮✮❀
✐❢ ✭❴❴❡❴❛❝s❧❴✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞✮ ④
✐♥t ❴❴❡❴❛❝s❧❴✈❛❧✐❞❀
❴❴❡❴❛❝s❧❴✈❛❧✐❞ ❂ ❴❴✈❛❧✐❞✭✭✈♦✐❞ ✯✮♣✱ s✐③❡♦❢✭✐♥t✮✮❀
❴❴❡❴❛❝s❧❴❛♥❞ ❂ ❴❴❡❴❛❝s❧❴✈❛❧✐❞❀
⑥
❡❧s❡ ❴❴❡❴❛❝s❧❴❛♥❞ ❂ ✵❀
❡❴❛❝s❧❴❛ss❡rt✭❴❴❡❴❛❝s❧❴❛♥❞✮❀
⑥
✯♣ ❂ ✸❀
✴✯ ❧✐❜ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠é♠♦✐r❡ ✯✴
❴❴❞❡❧❡t❡❴❜❧♦❝❦✭✭✈♦✐❞ ✯✮✭✫ ♣✮✮❀
❴❴❞❡❧❡t❡❴❜❧♦❝❦✭✭✈♦✐❞ ✯✮✭✫ ③✮✮❀ ✴✯ s✉♣❡r❢❧✉ ✯✴
❴❴❞❡❧❡t❡❴❜❧♦❝❦✭✭✈♦✐❞ ✯✮✭✫ ②✮✮❀ ✴✯ s✉♣❡r❢❧✉ ✯✴
❴❴❞❡❧❡t❡❴❜❧♦❝❦✭✭✈♦✐❞ ✯✮✭✫ ①✮✮❀
r❡t✉r♥ ✵❀
⑥
❋✐❣✉r❡ ✻ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞✬✐♥str✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ♠é♠♦✐r❡ ❝♦♠♣❧èt❡ ❡✛❡❝t✉é❡ ♣❛r ❊✲❆❈❙▲✳
✻✳ ❈❡t ❡①❡♠♣❧❡ s✉♣♣♦s❡ ✉♥❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ✸✷ ❜✐ts✳
✶✵
❘❡st❡r st❛t✐q✉❡ ♣♦✉r ❞❡✈❡♥✐r ♣❧✉s r❛♣✐❞❡✱ ♣❧✉s ♣ré❝✐s ❡t ♣❧✉s ♠✐♥❝❡
❊♥ ❡✛❡t✱ t♦✉t❡s ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s s✉r ❧❛ ♠é♠♦✐r❡ s♦♥t ✐♥str✉♠❡♥té❡s ✿ ❧❡s ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥s ✭q✉✐ s♦♥t ✐❝✐
✐♥❞✉✐t❡s ♣❛r ❧❡s ❞é❝❧❛r❛t✐♦♥s ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✮ ✈✐❛ ✉♥ ❛♣♣❡❧ à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❴❴st♦r❡❴❜❧♦❝❦✱ ❧❡s ✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥s
✈✐❛ ✉♥ ❛♣♣❡❧ à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❴❴❢✉❧❧❴✐♥✐t ❡t ❧❡s ❧✐❜ér❛t✐♦♥s ✭q✉✐ s♦♥t ✐❝✐ ✐♥❞✉✐t❡s ♣❛r ❧❛ s♦rt✐❡ ❞✉ ❜❧♦❝❦
♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥✮ ✈✐❛ ✉♥ ❛♣♣❡❧ à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❴❴❞❡❧❡t❡❴❜❧♦❝❦✳ ➚ ❝❡s ❧✐❣♥❡s✱ ✐❧ ❢❛✉t ❛❥♦✉t❡r ❝❡❧❧❡s
♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ t❡st❡r ❧❡ ♣ré❞✐❝❛t ❞❡ ✈❛❧✐❞✐té✱ ✈✐❛ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❡s ❛♣♣❡❧s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❴❴✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞
❡t ❴❴✈❛❧✐❞ ✭❛✈❛♥t ❞❡ ❧✐r❡ ✉♥ ♣♦✐♥t❡✉r p ♣♦✉r ✈ér✐✜❡r s❛ ✈❛❧✐❞✐té✱ ✐❧ ❢❛✉t ❞✬❛❜♦r❞ ✈ér✐✜❡r q✉✬✐❧ ❡st
❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ✐♥✐t✐❛❧✐sé ❝❛r✱ s✐♥♦♥✱ s❛ ❧❡❝t✉r❡ ♣r♦✈♦q✉❡ ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ✐♥❞é✜♥✐ ❡t ❡st ❞♦♥❝ ✐♥t❡r❞✐t❡✮✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ♥❡ ✈ér✐✜❡ q✉❡ ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té ❞✉ ♣♦✐♥t❡✉r p✳ ❆✐♥s✐✱ ❛❧♦rs q✉✬✐♥str✉♠❡♥t❡r &x
❡st r❡q✉✐s ❝❛r ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ ❛❧✐❛s ❞❡ p✱ ✐♥str✉♠❡♥t❡r y ❡t z ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧✬✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ x ❡st s✉♣❡r✢✉ ❡t
✐❧ ❝♦♥✈✐❡♥❞r❛✐t ❞❡ ♥❡ ♣❛s ❣é♥ér❡r ❧❡s ✐♥str✉❝t✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡s ♠❛rq✉é❡s ✴✯ s✉♣❡r❢❧✉ ✯✴ ✳
❆♥❛❧②s❡ ✢♦t ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❈❡tt❡ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥str✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ❡st ❡✛❡❝t✉é❡ ♣❛r ❊✲❆❈❙▲ ❣râ❝❡ à
✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ✢♦t ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❛rr✐èr❡ s✉r✲❛♣♣r♦①✐♠❛♥t❡ ♣❛r❛♠étré❡ ♣❛r ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ❞✬❛❧✐❛s✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡
✐❝✐ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ A✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ❞✬❛❧✐❛s✱ ❡t ♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❛r❣✉♠❡♥t ✉♥❡
❛❞r❡ss❡ a ❡t r❡t♦✉r♥❛♥t ✉♥❡ s✉r✲❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛❞r❡ss❡s ❡♥ ❛❧✐❛s ❛✈❡❝ a✱ ❡♥ ✐♥❝❧✉❛♥t
a ❡❧❧❡✲♠ê♠❡✳ P♦✉r é✈✐t❡r t♦✉t❡ ❝♦♥❢✉s✐♦♥ ♣♦✉r ✉♥ ♣♦✐♥t❡✉r p ❡♥tr❡ ❛❞r❡ss❡ ♣♦✐♥té❡ ⋆p ❡t ✈❛❧❡✉r ❣❛✉❝❤❡
p✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣❛r❧❡r ❞✬❛❧✐❛s ❡t ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡s ❛❞r❡ss❡s✱ ❞♦♥❝✱ ♦❜s❡r✈❡r ❧✬❛❞r❡ss❡ &l ♣♦✉r ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r
❣❛✉❝❤❡ l✳ P♦✉r ❧❡s t❛❜❧❡❛✉①✱ ♥♦✉s ♦❜s❡r✈♦♥s ❧❡s ❛❞r❡ss❡s ❞❡ ❜❛s❡ ♣❧✉tôt q✉❡ ❝❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t sé♣❛ré♠❡♥t
✭❞♦♥❝ t♦✉s ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞✬✉♥ t❛❜❧❡❛✉ s❡r♦♥t ♦❜s❡r✈és ❞ès q✉✬✉♥ é❧é♠❡♥t ♥é❝❡ss✐t❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✮✳ ▲❛
❢♦♥❝t✐♦♥ A ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t s✉♣♣♦sé❡ tr❛✐t❡r ❧❡s é❧é♠❡♥ts à ❞é❝❛❧❛❣❡ ♣rès ✿ ✉♥ ♣♦✐♥t❡✉r ❡♥ ❛❧✐❛s ❛✈❡❝ ✉♥
é❧é♠❡♥t ❞✬✉♥ t❛❜❧❡❛✉ ❡st ❝♦♥s✐❞éré ❡♥ ❛❧✐❛s ❛✈❡❝ ❧❛ ❜❛s❡ ❞✉ t❛❜❧❡❛✉✳
❈♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ t②♣❡s✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❊✲❆❈❙▲✱ ❧❛ r❛♣✐❞✐té ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t❡✱ ♣❧✉s
✐♠♣♦rt❛♥t❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥✳ ❈❡tt❡ ❛♥❛❧②s❡ ♣❡✉t ❞♦♥❝ êtr❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❙t❡❡♥s❣❛r❞ ❬✶✾❪
♦✉✱ ❧♦rsq✉✬❡❧❧❡ ❛ été ♣ré✲❝❛❧❝✉❧é❡✱ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❋r❛♠❛✲❈ ❬✺✱ ✶✷❪✳ P♦✉r ♥❡ ♣❛s ❛❧♦✉r❞✐r ❧❡s
♥♦t❛t✐♦♥s ✐♥tr♦❞✉✐t❡s ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ A ❡st s✉♣♣♦sé❡ ✐❝✐ ✐♥s❡♥s✐❜❧❡ ❛✉ ❝♦♥t❡①t❡ ✭❝♦♥t❡①t✲
✐♥s❡♥s✐t✐✈❡✱ ❝♦♠♠❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❙t❡❡♥s❣❛r❞ ❬✶✾❪✮✱ ♠❛✐s ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ s❡♥s✐❜❧❡ ❛✉ ❝♦♥t❡①t❡ ✭❝♦♥t❡①t✲s❡♥s✐t✐✈❡✱
❝♦♠♠❡ ❝❡❧❧❡ ❞✉ ❣r❡✛♦♥ ❱❛❧✉❡ ❞❡ ❋r❛♠❛✲❈ ❬✺❪✮ s✬✉t✐❧✐s❡ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥✳ ▼✉♥✐❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥✱
♥♦tr❡ ❛♥❛❧②s❡ ❝❛❧❝✉❧❡✱ ❡♥ ❝❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡✱ ✉♥❡ s✉r✲❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs
❣❛✉❝❤❡s ❡t ❞❡s ❛❞r❡ss❡s ✉t✐❧✐sé❡s ✉❧tér✐❡✉r❡♠❡♥t ❞❛♥s ✉♥❡ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥✳
P♦✉r ❞é✜♥✐r ♥♦tr❡ ❛♥❛❧②s❡ ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ♣❧❛ç♦♥s ❞❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ ❞✬❛♥❛❧②s❡ s✐♠✐❧❛✐r❡ à
❝❡❧✉✐ ❞❡ ◆✐❡❧s♦♥ ❡t ❛❧✳ ❬✶✺❪ ❡♥ ❧❛ ❞é✜♥✐ss❛♥t ❝♦♠♠❡ ✉♥ q✉❛❞r✉♣❧❡t (S,⊆, ǫ, s0) ❞é✜♥✐ ❝✐✲❛♣rès✳ ❈❡ ❝❛❞r❡
♣❡r♠❡t ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ❧✬ét❛t ♦❜t❡♥✉ ❡♥ ❝❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡✱ ② ❝♦♠♣r✐s ❡♥
♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❜♦✉❝❧❡✳
✖ (S,⊆) ❡st ✉♥ tr❡✐❧❧✐s ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❝♦✉♣❧❡s (a, r)✱ ♦ù a ❡st ✉♥❡ ❛❞r❡ss❡ ❡t r ∈ {i, v} ✉♥❡
r❛✐s♦♥ ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✱ ♦r❞♦♥♥és ♣❛r ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❡t r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡✳ ❈❡t ❡♥s❡♠❜❧❡
r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡s ❛❞r❡ss❡s à ♦❜s❡r✈❡r ♣❛r ✐♥str✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ❡t ❧❛ r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧❡✉r ✐♥str✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ✭i
♣♦✉r ✓ ✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ✔ ❡t v ♣♦✉r ✓ ✈❛❧✐❞✐té ✔✮✳
✖ s0 ∈ S ❡st ❧✬ét❛t ✐♥✐t✐❛❧ ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✕ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ❛rr✐èr❡ t❡❧❧❡ q✉❡ ❧❛
♥♦tr❡ ✕ ❧✬ét❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉ ♣♦✐♥t ❞❡ s♦rt✐❡ ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ✿ ❛✉❝✉♥ ❛❝❝ès ♠é♠♦✐r❡ ♥✬❛ ❜❡s♦✐♥
❞✬êtr❡ ✐♥str✉♠❡♥té à ❧❛ ✜♥ ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❡t✱ ❞♦♥❝✱ s0 = ∅✳
✖ ǫ : L → S → S ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✱ ♠♦♥♦t♦♥❡s s✉r ❧❡s ét❛ts ❡t
❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❞❡s ét✐q✉❡tt❡s ♣♦rté❡s ♣❛r ❧❡s ❛rêt❡s ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ✢♦t ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✳ ■❧ ❡st ❞ét❛✐❧❧é
✜❣✉r❡ ✼ ❡t✱ ♦✉tr❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r A✱ ✐❧ ❞é♣❡♥❞ ❞✬✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r base ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❛ ♠ê♠❡ ✜❣✉r❡ ❡t
❝❛❧❝✉❧❛♥t ❧✬❛❞r❡ss❡ ❞❡ ❜❛s❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ♠é♠♦✐r❡ ❞❡ t②♣❡ ♣♦✐♥t❡✉r ✿ ❧❡ ❜✉t ❞❡ ❝❡t
♦♣ér❛t❡✉r ❡st ❞✬♦✉❜❧✐❡r ❧❡s ❞é❝❛❧❛❣❡s é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❡✛❡❝t✉és✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ✜❣✉r❡ ❡t ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡✱
♦♥ ♥♦t❡ ARa ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ {(x, r) | x ∈ A(base(a)), r ∈ R }✱ ❡t s✐♠♣❧❡♠❡♥t A
r
a ♣♦✉r ✉♥ s✐♥❣❧❡t♦♥
R = {r}✳
▲❡s s❡✉❧s ❝❛s ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ǫ q✉✐ ♥❡ s❡ ❝♦♥t❡♥t❡♥t ♣❛s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❡r ❧✬ét❛t s♦♥t ❧❡s ❝❛s
❞✉ t❡st ❞❡ ✈❛❧✐❞✐té ✭r❡s♣✳ ❞✬✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥✮ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t❡✉r ✭r❡s♣✳ ❞✬✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ♣♦✐♥té❡✮✱ ❞❡ ❧✬❛✛❡❝t❛t✐♦♥
❡t ❞❡s ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥s ❡t ❞é❛❧❧♦❝❛t✐♦♥s✳ P♦✉r ❧❡ t❡st ❞❡ ✈❛❧✐❞✐té ✭r❡s♣✳ ❞✬✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥✮✱ ✐❧ ❢❛✉t ❛❥♦✉t❡r à
✶✶
❆✳ ❏❛❦♦❜ss♦♥✱ ◆✳ ❑♦s♠❛t♦✈ ❡t ❏✳ ❙✐❣♥♦❧❡s
ǫ;(σ) = σ
ǫl=e(σ) =
{
θσl ∪ A
R
e s✐ l ❡st ✉♥ ♣♦✐♥t❡✉r✱ ❡t R = {r | (base(l), r) ∈ σ}
θσl s✐♥♦♥
ǫl=❛❧❧♦❝(κ,n)(σ) = θ
σ
l
ǫ❢r❡❡(l)(σ) = σ
ǫ?e(σ) = σ
ǫ?\✈❛❧✐❞(a)(σ) = σ ∪ A
v
a ∪ A
i
a
ǫ?\✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞(a)(σ) = σ ∪ A
i
a
ǫ?(p1∧p2)(σ) = ǫ?p1(σ) ∪ ǫ?p2(σ)
ǫ?(p1∨p2)(σ) = ǫ?p1(σ) ∪ ǫ?p2(σ)
ǫ?¬p(σ) = ǫ?p(σ)
ǫ?∀ (x:τ); t1≤x≤t2 =⇒ p(σ) = ǫ?p(σ)
ǫ?(t1 op t2)(σ) = σ ♦ù op ∈ {≡,≤}
θσl =
{
σ \ {(&l, i)} s✐ l = x ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱
σ s✐♥♦♥
base(x) = x base(⋆a) = ⋆ base(a)
base(a ✰✰ n) = base(a) base(&x) = &x
base(&(⋆a)) = base(a)
❋✐❣✉r❡ ✼ ✕ ❆♥❛❧②s❡ ✢♦t ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❛rr✐èr❡ s✉r✲❛♣♣r♦①✐♠❛♥t❡✳
❧✬ét❛t σ ❧❡ ❢❛✐t ❞❡ ❞❡✈♦✐r ♦❜s❡r✈❡r ❧❡ ♣♦✐♥t❡✉r ✭r❡s♣✳ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♣♦✐♥té❡✮ t❡sté ✭r❡s♣✳ t❡sté❡✮ ❡t t♦✉s s❡s
❛❧✐❛s ♣♦t❡♥t✐❡❧s✳ ❈♦♠♠❡ t❡st❡r ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té ✐♠♣❧✐q✉❡ ❞❡ t❡st❡r ❧✬✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥✱ ✐❧ ❢❛✉t ♦❜s❡r✈❡r ❝❡s ❞❡✉①
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡ l✱ ♦♥ s❛✐t q✉❡ l ✈✐❡♥t ❞✬êtr❡ ✐♥✐t✐❛❧✐sé ❡t ✐❧ ♥✬❡st ❞♦♥❝
♣❧✉s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬♦❜s❡r✈❡r ❝❡tt❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✐ l = x ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✭s✐ l = ⋆a ♣❡✉t êtr❡ ✉♥❡ ❝❛s❡
❞❡ t❛❜❧❡❛✉ ♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ à ❧✬♦❜s❡r✈❡r à ❝❛✉s❡ ❞❡s ❛✉tr❡s é❧é♠❡♥ts ❞✉ t❛❜❧❡❛✉✱ ✈♦✐r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ θσl ✮✳
❈♦♠♠❡ ❧✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♣❡✉t é❝❤♦✉❡r✱ ✐❧ ♥✬❡♥ ❡st ♣❛s ❡♥ r❡✈❛♥❝❤❡ ❞❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té✳ ❊♥✜♥✱ ♣♦✉r ✉♥❡
❛✛❡❝t❛t✐♦♥ ❞♦♥t ❧❡ ♠❡♠❜r❡ ❣❛✉❝❤❡ ❡st ♦❜s❡r✈é✱ ✐❧ ♥✬❡st ♣❧✉s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬♦❜s❡r✈❡r s♦♥ ✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ s✬✐❧
s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ♠❛✐s ✐❧ ❢❛✉t ❡♥ r❡✈❛♥❝❤❡ ♦❜s❡r✈❡r ❧❡s ♠ê♠❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♣♦✉r ❧❡ ♠❡♠❜r❡ ❞r♦✐t
❡t s❡s ❛❧✐❛s ♣♦t❡♥t✐❡❧s s✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t❡✉r✳ ❉❡ ♠❛♥✐èr❡ tr❛❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ❞❡ t②♣❡
✓ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✈✐✈❛♥t❡ ✔✱ ✐❧ ❢❛✉t ❡✛❡❝t✉❡r ❧❛ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ❞✉ ♠❡♠❜r❡ ❣❛✉❝❤❡ ❛✈❛♥t ❧✬❛❥♦✉t ❞✉ ♠❡♠❜r❡ ❞r♦✐t
♣♦✉r ♣r❡♥❞r❡ ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s ❛✛❡❝t❛t✐♦♥s ❝♦♠♠❡ x = x+1; ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧✬✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥
❞❡ x ❞♦✐t ❝♦♥t✐♥✉❡r à êtr❡ ♦❜s❡r✈é❡✳
✺✳ ■♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❡t ❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s
▲❡ s❝❤é♠❛ ❞❡ tr❛❞✉❝t✐♦♥ ❞✉ ❣r❡✛♦♥ ❊✲❆❈❙▲ ❞❡ ❋r❛♠❛✲❈ ❡st ♣rés❡♥té ✜❣✉r❡ ✽✳ ▲✬✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥
❛❝t✉❡❧❧❡ ❝♦♥t✐❡♥t ♥♦t❛♠♠❡♥t à ❧❛ ❢♦✐s ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ✢♦t ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❛rr✐èr❡ ✐♥t❡r♣r♦❝é❞✉r❛❧❡ ❡t ✉♥
s②stè♠❡ ❞❡ t②♣❡s✱ t♦✉s ❞❡✉① s✐♠✐❧❛✐r❡s ❞❛♥s ❧❡✉r ♣r✐♥❝✐♣❡ à ❝❡✉① ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❝❡t ❛rt✐❝❧❡✱ t♦✉t
❡♥ ét❛♥t ❝❤❛❝✉♥ ♠♦✐♥s ♣ré❝✐s✱ ❝❛r ♥❡ ❜é♥✐✜❝✐❛♥t ♣❛s ❞❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥s ♣rés❡♥té❡s ✐❝✐✳ P❛r
❡①❡♠♣❧❡✱ s✐ ✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ♥é❝❡ss✐t❡ ❞✬êtr❡ ❡✛❡❝t✉é❡ ❡♥ ●▼P ♠❛✐s q✉❡ s♦♥ rés✉❧t❛t ♣♦✉rr❛✐t êtr❡
r❡♣rés❡♥té ♣❛r ✉♥ ❡♥t✐❡r ♠❛❝❤✐♥❡✱ ❧✬✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥ ❛❝t✉❡❧❧❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s s✉✐✈❛♥ts ❡♥ ●▼P ❛❧♦rs
q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ ♣rés❡♥té ✐❝✐ ❧❡s ❝♦♥t✐♥✉❡ ❛✈❡❝ ❞❡s ❡♥t✐❡rs ♠❛❝❤✐♥❡s✱ t❛♥❞✐s q✉❡✱ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡
✶✷
❘❡st❡r st❛t✐q✉❡ ♣♦✉r ❞❡✈❡♥✐r ♣❧✉s r❛♣✐❞❡✱ ♣❧✉s ♣ré❝✐s ❡t ♣❧✉s ♠✐♥❝❡
❞♦♥♥é❡s✱ ❧❛ r❛✐s♦♥ ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♥✬❡st ❛❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t ♣❛s ❝❛❧❝✉❧é❡✱ ❝❡ q✉✐ ✐♥❞✉✐t ❞❡s s✉r✲❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s
s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❡t ✉♥❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦❞❡ s♦✉s✲♦♣t✐♠✐sé❡✳ ❈♦❞❡r ❧❡s ✈❡rs✐♦♥s ♣rés❡♥té❡s ✐❝✐ ❡st ❡♥
❝♦✉rs✳ ❆❧♦rs q✉❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ✢♦t ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❛rr✐èr❡ ❡st ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ❡✛❡❝t✉é❡ ❛✈❛♥t ❧✬✐♥str✉♠❡♥t❛t✐♦♥
♣r✐♥❝✐♣❛❧❡✱ ❧❡ t②♣❛❣❡ ❡st ❡✛❡❝t✉é à ❧❛ ✈♦❧é❡✱ ❞ès q✉✬✉♥ ♣ré❞✐❝❛t ❛ ❜❡s♦✐♥ ❞✬êtr❡ tr❛❞✉✐t✳
♣r♦❣r❛♠♠❡ ❈ ❛♥♥♦té
❞✉♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s
♣r♦❣r❛♠♠❡ ❛✈❡❝ ❞✉♣♣❧✐❝❛ts
❛♥❛❧②s❡ ✢♦t ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❛rr✐èr❡
tr❛❞✉❝t✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡t②♣❛❣❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❞❡s ❘❚❊s ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡s
♣r♦❣r❛♠♠❡ rés✉❧t❛♥t
✐♥str✉♠❡♥té
❋✐❣✉r❡ ✽ ✕ ❙❝❤é♠❛ ❞❡ tr❛❞✉❝t✐♦♥ ❞✉ ❣r❡✛♦♥ ❊✲❆❈❙▲✳
▼❛❧❣ré ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s ❛♥❛❧②s❡s ❛❝t✉❡❧❧❡s s♦✐❡♥t ♠♦✐♥s ♣ré❝✐s❡s q✉❡ ❝❡❧❧❡s ♣rés❡♥té❡s ✐❝✐✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s
♥é❛♥♠♦✐♥s ♠❡s✉r❡r ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡ ❧❡✉r ❡✣❝❛❝✐té✳ ◗✉❡❧q✉❡s rés✉❧t❛ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① s♦♥t ♣rés❡♥tés
✜❣✉r❡ ✾✱ ♦❜t❡♥✉s s✉r ✉♥ ■♥t❡❧ ❈♦r❡ ✐✼✲✸✺✷✵▼ ✷✳✾✵●❍③ ❛✈❡❝ ✶✻●♦ ❞❡ ❘❆▼✳ ■❧ s✬❛❣✐t ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t
❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡s ❡✛❡❝t✉❛♥t ❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❝❧❛ss✐q✉❡s s✉r ❞❡s t❛❜❧❡❛✉① ✭❛❧❧♦✉és st❛t✐q✉❡♠❡♥t ♦✉
❞②♥❛♠✐q✉❡♠❡♥t✮✱ ❞❡s ❛r❜r❡s ♦✉ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❝♦♥t❡♥❛♥t ♣❧✉s✐❡✉rs ❞✐③❛✐♥❡s ❞❡ ♠✐❧❧✐❡rs ❞✬é❧é♠❡♥ts✳ ▲❛
❝♦❧♦♥♥❡ ✓ ❜❛s❡ ✔ ✐♥❞✐q✉❡ ❧❡ t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ♥♦♥ ✐♥str✉♠❡♥té✱ ❝♦♠♣✐❧é ❛✈❡❝ ●❈❈ ✳
▲❡s ❝♦❧♦♥♥❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✐♥❞✐q✉❡♥t s✉❝❝❡ss✐✈❡♠❡♥t ❧❡s t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s ✐♥str✉♠❡♥tés
♣❛r ❊✲❆❈❙▲ ✭❡t ❝♦♠♣✐❧és ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡✮ s❛♥s ❛✉❝✉♥❡ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✱ s❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ t②♣❡s
♠❛✐s ❛✈❡❝ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ✢♦t ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✱ s❛♥s ❧✬❛♥❛❧②s❡ ✢♦t ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♠❛✐s ❛✈❡❝ ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ t②♣❡s ❡t
❛✈❡❝ ❧❡s ❞❡✉① ❛♥❛❧②s❡s ❛❝t✐✈❡s ❡♥ ♠ê♠❡ t❡♠♣s✳ ▲❛ ❞❡r♥✐èr❡ ❝♦❧♦♥♥❡ ❢♦✉r♥✐t à t✐tr❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥
❧❡ t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✉ ❜✐♥❛✐r❡ ✐♥str✉♠❡♥té ❛✈❡❝ ❱❛❧❣r✐♥❞ ❬✶✹❪✱ ✉♥ ❞❡s ♦✉t✐❧s ❞✬❛♥❛❧②s❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡
❧❡s ♣❧✉s ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❞ét❡❝t❡r ❞❡s ✈✐♦❧❛t✐♦♥s ♠é♠♦✐r❡s✳ ▲❡s ♣♦✉r❝❡♥t❛❣❡s ✐♥❞✐q✉és ❡♥tr❡ ♣❛r❡♥t❤ès❡s
r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ❣❛✐♥ ❞❡ t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ♥♦♥ ♦♣t✐♠✐sé❡✳
❖♥ ♣❡✉t ❝♦♥st❛t❡r q✉❡ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ❞❡✉① ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥s✱ ❝♦♥s✐❞éré❡s sé♣❛ré♠❡♥t✱ s❡ ❝♦♠♣♦rt❡✱ ❛✉
♣✐r❡✱ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ s✐♠✐❧❛✐r❡ ❛✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ s❛♥s ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✱ à ❞❡✉① ❡①❝❡♣t✐♦♥s ♥♦t❛❜❧❡s ♣rès ✭q✉✐❝❦❙♦rt
❡t ✐♥s❡rt❙♦rt✮ ♣♦✉r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ✢♦t ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❛rr✐èr❡✳ ❈❡s ❡①❝❡♣t✐♦♥s ✈✐❡♥♥❡♥t ❞✉ ❢❛✐t q✉❡✱ ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡
●▼P✱ ❊✲❆❈❙▲ ♥❡ ❣é♥èr❡ ♣❛s✱ à ❧✬❤❡✉r❡ ❛❝t✉❡❧❧❡✱ ❞❡ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s ❛❝❝ès ♣♦✐♥t❡✉rs✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱
s✐✱ ❞❛♥s ✉♥❡ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥✱ ∗p✱ ❞❡ t②♣❡ int✱ ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♠♣✐❧é ❛✈❡❝ ❞❡s ❡♥t✐❡rs ♠❛❝❤✐♥❡✱ ❛❧♦rs ✉♥❡ ❣❛r❞❡
❡st ❣é♥éré❡ ♣♦✉r ✈ér✐✜❡r ❞②♥❛♠✐q✉❡♠❡♥t q✉❡ ❝❡ ❞éré❢ér❡♥❝❡♠❡♥t ❡st ✈❛❧✐❞❡ ❛✈❛♥t ❞❡ ❧✬❡①é❝✉t❡r✳ ❈❡tt❡
❣❛r❞❡ ♥✬❡st ♣❛s ❣é♥éré❡ s✐ ∗p ❞♦✐t êtr❡ ❝♦♥✈❡rt✐ ❡♥ ●▼P✳ ❉❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❡①❡♠♣❧❡s ❝♦♥s✐❞érés✱ ❝❡❧❛
❛❜♦✉t✐t à ❧❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❣❛r❞❡s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ♣r♦✈♦q✉❛♥t ❞❡ ♠❛✉✈❛✐s❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✳
▲❡s ❝❛s ♦ù ❧❡ t②♣❛❣❡ ♥❡ ♣r♦✈♦q✉❡ ✭q✉❛s✐♠❡♥t✮ ❛✉❝✉♥ ❣❛✐♥ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① ❝❛s
❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧s ♣❡✉ ♦✉ ♣❛s ❞✬♦♣ér❛t✐♦♥s ❛r✐t❤♠ét✐q✉❡s s♦♥t ❡✛❡❝t✉és ✿ ✉t✐❧✐s❡r ♦✉ ♥♦♥ ●▼P ♣♦✉r ❝❡s
✶✸
❆✳ ❏❛❦♦❜ss♦♥✱ ◆✳ ❑♦s♠❛t♦✈ ❡t ❏✳ ❙✐❣♥♦❧❡s
◆♦♠ ❞✉ t❡st ❜❛s❡ ♥♦♥ ♦♣t✐♠✐sé s❛♥s t②♣❛❣❡ s❛♥s ✢♦t ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♦♣t✐♠✐sé ❱❛❧❣r✐♥❞
❜✉❜❜❧❡❙♦rt ✵✳✺✽ ✼✸✳✺✷ ✶✽✳✸✷ ✭✼✺✪✮ ✺✶✳✹ ✭✸✵✪✮ ✹✳✶✸ ✭✾✹✪✮ ✶✵✳✺✻
❜✐♥❙❡❛r❝❤ ✵✳✵✶ ✶✸✷✳✶✼ ✶✸✷✳✷✷ ✭✵✪✮ ✷✳✽✽ ✭✾✽✪✮ ✷✳✽✷ ✭✾✽✪✮ ✵✳✹✻
♠❡r❣❡❙♦rt ✵✳✵✹ ✶✵✻✳✵✷ ✽✸✳✷✷ ✭✷✷✪✮ ✶✵✸✳✷✻ ✭✸✪✮ ✾✷✳✽✺ ✭✶✷✪✮ ✷✳✼✸
q✉✐❝❦❙♦rt ✵✳✵✶ ✸✳✶ ✶✳✸✾ ✭✺✺✪✮ ✹✵✳✷✶ ✭✲✾✷✪✮ ✶✳✶✺ ✭✻✸✪✮ ✵✳✺✶
❘❡❞❇❧❚r❡❡ ✵✳✵✷ ✵✳✼✶ ✵✳✺✽ ✭✶✽✪✮ ✵✳✼✶ ✭✵✪✮ ✵✳✺✾ ✭✶✼✪✮ ✷✳✷✶
♠❡r❣❡ ✵✳✵✶ ✵✳✼✻ ✵✳✻✽ ✭✶✶✪✮ ✵✳✻✾ ✭✾✪✮ ✵✳✻ ✭✷✶✪✮ ✵✳✼✻
♠❛tr✐①▼✉❧t ✵✳✶✸ ✽✳✻✷ ✼✳✻ ✭✶✷✪✮ ✹✳✶✾ ✭✺✶✪✮ ✸✳✷✷ ✭✻✸✪✮ ✶✳✼✾
♠❛tr✐①■♥✈ ✵✳✵✷ ✺✳✾ ✺✳✼✶ ✭✸✪✮ ✹✳✽✹ ✭✶✽✪✮ ✸✳✽ ✭✸✻✪✮ ✵✳✼
✐♥s❡rt❙♦rt ✷✳✻✸ ✹✻✳✶✺ ✷✳✽✶ ✭✾✹✪✮ ✺✶✳✺✹ ✭✲✶✵✪✮ ✷✳✼✺ ✭✾✹✪✮ ✸✺✳✸
❣❛✐♥ ♠♦②❡♥ ✸✷ ✪ ✶✷ ✪ ✺✺✪
❋✐❣✉r❡ ✾ ✕ ❘és✉❧t❛ts ❞❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s ✭t❡♠♣s ❡♥ s❡❝♦♥❞❡s✮✳
q✉❡❧q✉❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❛ ♣❡✉ ❞✬❡✛❡t✳ ❆✉ ❝♦♥tr❛✐r❡✱ ❧❡s ❝❛s ♦ù ❧✬❛♥❛❧②s❡ ✢♦t ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❛rr✐èr❡ ♥❡ ♣r♦✈♦q✉❡
✭q✉❛s✐♠❡♥t✮ ❛✉❝✉♥ ❣❛✐♥ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① ❝❛s ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧s ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞✬♦♣ér❛t✐♦♥s
♠é♠♦✐r❡s s♦♥t ❡✛❡❝t✉é❡s ✿ ❞ès ❧♦rs✱ ✐❧ ❡st ❞❡ t♦✉t❡ ❢❛ç♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬♦❜s❡r✈❡r ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ♣❛rt✐❡✱ s✐ ❝❡
♥✬❡st ❧✬✐♥té❣r❛❧✐té✱ ❞❡ ❧❛ ♠é♠♦✐r❡✳
❙❛♥s s✉r♣r✐s❡✱ ❡♥ ❝♦♠❜✐♥❛♥t ❧❡s ❞❡✉① ❛♥❛❧②s❡s ❧❡s ❣❛✐♥s s♦♥t ❡♥❝♦r❡ s✉♣ér✐❡✉rs ❡t ❢♦♥t ❣❛❣♥❡r ✉♥ ♦✉
❞❡✉① ♦r❞r❡s ❞❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❛✉ t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥✱ r❡♥❞❛♥t ❧❛ ♣❡rt❡ ❞✬❡✣❝❛❝✐té ❧✐é❡ à ❧✬✐♥str✉♠❡♥t❛t✐♦♥
♣❛r ❊✲❆❈❙▲ s✉♣♣♦rt❛❜❧❡ ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✳ ❖♥ ♣❡✉t s✐❣♥❛❧❡r ✐❝✐ q✉❡ ❞❡s tr❛✈❛✉① ♠❡♥és ❡♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ♣♦✉r
♦♣t✐♠✐s❡r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♠é♠♦✐r❡ s♦✉s✲❥❛❝❡♥t ✉t✐❧✐sé ♣❛r ❊✲❆❈❙▲ ❬✶✶❪ ❢♦♥t ❡♥❝♦r❡ ❣❛❣♥❡r ✉♥ ♦r❞r❡ ❞❡
♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❛✉① ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✳
❊♥✜♥✱ ✐❧ ❡st ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ ♥♦✉s ❝♦♠♣❛r❡r ❛✈❡❝ ❧❡s ❛✉tr❡s ♦✉t✐❧s ❞❡ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r
❱❛❧❣r✐♥❞✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❣râ❝❡ à ❧✬❡①♣r❡ss✐✈✐té ❞✉ ❧❛♥❣❛❣❡ ❊✲❆❈❙▲✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❡✛❡❝t✉❡r ❜❡❛✉❝♦✉♣
♣❧✉s ❞❡ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♥♦✉s ✈ér✐✜♦♥s ❞❡s ✐♥✈❛r✐❛♥ts ❞❡ ❜♦✉❝❧❡s ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés
❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❡ tr✐s✳ ❈❡❝✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❡ ♣❛r❝♦✉rs ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ rés✉❧t❛♥t❡
♣♦✉r ✈ér✐✜❡r q✉✬❡❧❧❡ ❡st ❜✐❡♥ tr✐é❡✱ é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t à ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥ ❞❡ ❜♦✉❝❧❡✱ ❝❡ q✉✐ ❡st très ❝♦✉t❡✉①
❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ str✉❝t✉r❡s à ❞✐③❛✐♥❡ ❞❡ ♠✐❧❧✐❡rs ❞✬é❧é♠❡♥ts✳ ▲♦rsq✉❡ ♥♦✉s ♥❡ ❝❤❡r❝❤♦♥s ♣❛s à ✈ér✐✜❡r ❞❡s
♣r♦♣r✐étés s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝♦♥st❛t❡r q✉❡ ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ✐♥str✉♠❡♥té ♣❛r ❊✲❆❈❙▲ ❡st
❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❛✉ ♠♦✐♥s ❛✉ss✐ r❛♣✐❞❡ q✉❡ ❝❡❧✉✐ ✐♥str✉♠❡♥té ♣❛r ❱❛❧❣r✐♥❞✳
✻✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
❈❡t ❛rt✐❝❧❡ ❛ ♣rés❡♥té ❞❡✉① ❛♥❛❧②s❡s st❛t✐q✉❡s ♣rés❡♥t❡s ❞❛♥s ❧❡ ❣r❡✛♦♥ ❊✲❆❈❙▲ ❞❡ ❋r❛♠❛✲❈ ✳ ▲❛
♣r❡♠✐èr❡ ❡st ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ t②♣❡s ❢♦♥❞é s✉r ✉♥❡ ✐♥❢ér❡♥❝❡ ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❛②❛♥t ♣♦✉r ❜✉t ❞❡ ❧✐♠✐t❡r
❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❡♥t✐❡rs ●▼P ❞❛♥s ❧❡ ❝♦❞❡ ✐♥str✉♠❡♥té✳ ●râ❝❡ à ❝❡ s②stè♠❡✱ ❞❡ t❡❧s ❡♥t✐❡rs ♥❡ s♦♥t
✕ ❞❡ ❢❛✐t ✕ q✉❡ r❛r❡♠❡♥t ❣é♥érés✳ ▲❛ s❡❝♦♥❞❡ ❛♥❛❧②s❡ ❡st ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ✢♦t ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❛rr✐èr❡ s✉r✲
❛♣♣r♦①✐♠❛♥t❡ ♣❛r❛♠étré❡ ♣❛r ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ❞✬❛❧✐❛s✳ ❊❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❧✐♠✐t❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦♣ér❛t✐♦♥s
♠é♠♦✐r❡s à ♦❜s❡r✈❡r ❡t✱ ❞❡ ❝❡ ❢❛✐t✱ ❞❡ ❧✐♠✐t❡r ❧✬❛♣♣❡❧ à ❧❛ ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡ ❈ ♠♦❞é❧✐s❛♥t ❧❛ ♠é♠♦✐r❡✳
❈❡s ❞❡✉① ❛♥❛❧②s❡s s♦♥t ✐♥❞✐s♣❡♥s❛❜❧❡s ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❞❡s t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❡t ✉♥❡
❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ♠é♠♦✐r❡ r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡s✳ ❖♥ ♣❡✉t ♥♦t❛♠♠❡♥t s✐❣♥❛❧❡r q✉✬❆❞❛❈♦r❡ ❛ ❛❞❛♣té ❛✉ ❧❛♥❣❛❣❡
❙P❆❘❑ ✷✵✶✹ ✼ ❧✬✐❞é❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ t②♣❡s ♣rés❡♥té ✐❝✐ ♣♦✉r ♣❡r♠❡ttr❡ ❛✉① ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs ❞❡ s♣é❝✐✜❡r ❞❡s
♣r♦♣r✐étés s♦✉s ❢♦r♠❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ s❛♥s ❝r❛✐♥t❡ ❞❡ ❞é❜♦r❞❡♠❡♥t ❛r✐t❤♠ét✐q✉❡ à ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥✱ t♦✉t ❡♥
♠✐♥✐♠✐s❛♥t ❧❡ ❝♦ût ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥✳
➚ ❝❡ ❥♦✉r✱ ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ❞✐str✐❜✉é❡ ❞✉ ❣r❡✛♦♥ ❊✲❆❈❙▲ ❞❡ ❋r❛♠❛✲❈ ❝♦♥t✐❡♥t ❞❡s ✈❡rs✐♦♥s ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡s
❞❡ ❝❡s ❞❡✉① ❛♥❛❧②s❡s st❛t✐q✉❡s✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ✈❡rs✐♦♥s ♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❝❡t ❛rt✐❝❧❡ ❡st
❡♥ ❝♦✉rs✳ ❈❡s ❞❡r♥✐èr❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ♥♦t❛♠♠❡♥t ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❡♥❝♦r❡ ❞❛✈❛♥t❛❣❡ ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts
♣rés❡♥tés✱ ❡t ❞♦♥❝ ❧❡ t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❡t ❧❛ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ♠é♠♦✐r❡ ❞❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s ❣é♥érés✳
✼✳ ❤tt♣ ✿✴✴✇✇✇✳s♣❛r❦✲✷✵✶✹✳♦r❣
✶✹
❘❡st❡r st❛t✐q✉❡ ♣♦✉r ❞❡✈❡♥✐r ♣❧✉s r❛♣✐❞❡✱ ♣❧✉s ♣ré❝✐s ❡t ♣❧✉s ♠✐♥❝❡
❘❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts ▲❡s tr❛✈❛✉① ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❝❡t ❛rt✐❝❧❡ ♦♥t été ♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t ✜♥❛♥❝és ♣❛r ❧❡
♣r♦❣r❛♠♠❡ ❊❯✲❋P✼ ✭♣r♦❥❡t ❙❚❆◆❈❊✱ ❜♦✉rs❡ ✸✶✼✼✺✸✮✳ ◆♦✉s s♦✉❤❛✐t♦♥s r❡♠❡r❝✐❡r ❨❛♥♥✐❝❦ ▼♦② ♣♦✉r
❞❡s ♣ré❝✐s✐♦♥s s✉r ❆❞❛❈♦r❡✳ ❆✉ss✐✱ ❧❡s r❡♠❛rq✉❡s ♣❡rt✐♥❡♥t❡s é♠✐s❡s ♣❛r ❧❡s r❛♣♣♦rt❡✉rs ❛♥♦♥②♠❡s ♦♥t
été ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ✉t✐❧❡s ♣♦✉r ❛♠é❧✐♦r❡r ❝❡t ❛rt✐❝❧❡✳
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❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ P❛r✐s ✶✶✱ ❉❡❝❡♠❜❡r ✷✵✶✷✳
❬✶✶❪ ❆✳ ❏❛❦♦❜ss♦♥✱ ◆✳ ❑♦s♠❛t♦✈✱ ❛♥❞ ❏✳ ❙✐❣♥♦❧❡s✳ ❋❛st ❛s ❛ ❙❤❛❞♦✇✱ ❊①♣r❡ss✐✈❡ ❛s ❛ ❚r❡❡ ✿ ❍②❜r✐❞
▼❡♠♦r② ▼♦♥✐t♦r✐♥❣ ❢♦r ❈✳ ■♥ ❙②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥ ❆♣♣❧✐❡❞ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ ✭❙❆❈✬✶✺✮✳ ➚ ♣❛r❛îtr❡✳
❬✶✷❪ ❋✳ ❑✐r❝❤♥❡r✱ ◆✳ ❑♦s♠❛t♦✈✱ ❱✳ Pr❡✈♦st♦✱ ❏✳ ❙✐❣♥♦❧❡s✱ ❛♥❞ ❇✳ ❨❛❦♦❜♦✇s❦✐✳ ❋r❛♠❛✲❈ ✿ ❛ ❙♦❢t✇❛r❡
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